






Ïðåäëàãàåòñß ïðèìåð çàïðîñà ê áàçå äàííûõ, êîòîðûé ßâëßåòñß ëîêàëü-
íî ãåíåðè÷åñêèì è ìîæåò áûòü çàïèñàí ñ èñïîëüçîâàíèåì îòíîøåíèé àâ-
òîìàòíûõ ñèñòåì, íî íå ìîæåò áûòü çàïèñàí îãðàíè÷åííîé ôîðìóëîé.
Òåì ñàìûì îïðîâåðãàþòñß ãèïîòåçû î òîì, ÷òî â àâòîìàòíûõ ñòðóê-
òóðàõ ñîáëþäàåòñß òðàíñëßöèîííàß òåîðåìà, äâå ãèïîòåçû èç ðàáîòû
[11] î òîì, ÷òî íå ñóùåñòâóåò ðàçðåøèìûõ îáîãàùåíèé òåîðèè äèñêðåò-
íîãî ëèíåéíîãî ïîðßäêà áåç òðàíñëßöèîííîé òåîðåìû, è ÷òî â êàæäîì
òàêîì îáîãàùåíèè áåç òðàíñëßöèîííîé òåîðåìû ñóùåñòâóåò ôîðìóëà,
ñïîñîáíàß âûäåëèòü ëþáîå ïîäìíîæåñòâî ëþáîãî êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà
(ïðîáëåìû 3 è 4 â [11]). Ýòî ïîñòðîåíèå òàê æå îïðîâåðãàåò äâå áîëåå
ñëàáûå ãèïîòåçû èç [9], óòâåðæäàþùèå òî æå ñàìîå äëß ðàñøèðåíèé
àðèôìåòèêè Ïðåñáóðãåðà (ãèïîòåçû 1 è 2 â [9]). Êðîìå òîãî, äàëåå ìû
ñòðîèì òåîðèè, îïðîâåðãàþùèå îäíó èç ãèïîòåç èç [10].
We construct an instance of locally generic database queries which can
be written as an extended ﬁrst-order formula using automatic structure
relations and which can't be expressed by any restricted formula. It refuses
the hypothesis that automatic structures hold the collapse result and more
general hypothesis from [11] that there is no decidable extensions of the
theory of the discrete linear order without the collapse result (the problems
3 and 4 in [11]). It also refuses the weaker hypothesis from [9] that the same
is true for any decidable extensions of Presburger arithmetic (the hypothesis
1 and 2 in [9]). More over we construct theories which refute one hypothesis
from [10].
Êëþ÷åâûå ñëîâà: òðàíñëßöèîííàß òåîðåìà; àâòîìàòíûå ñòðóêòóðû.
Keywords: the collapse result; automatic structures.
1. Ââåäåíèå. Çàäà÷à, êîòîðóþ ìû ðåøàåì â äàííîé ðàáîòå, ïðîèñòåêàåò èç
òåîðèè áàç äàííûõ. Òèïè÷íîé ìîäåëüþ áàçû äàííûõ ñî âðåìåí Êîääà ßâëßåòñß
ðåëßöèîííàß ìîäåëü, â êîòîðîé áàçà äàííûõ ìûñëèòñß êàê ñîáðàíèå êîíå÷íîãî
÷èñëà êîíå÷íûõ òàáëèö (ñì. [14, 15]). Ýòà ìîäåëü ðåàëèçóåòñß â áîëüøèíñòâå ñó-
ùåñòâóþùèõ ñðåäñòâ óïðàâëåíèßìè áàçàìè äàííûõ è â ïðåäëàãàåìûõ èìè ßçûêàõ
çàïðîñîâ.
1Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ, ãðàíòû 04-01-00015 è 04-01-00565.
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Èòàê, áàçà äàííûõ  êîíå÷íàß ñîâîêóïíîñòü êîíå÷íûõ òàáëèö. Òàáëèöû ìîæíî
ñ÷èòàòü êîíå÷íûìè îòíîøåíèßìè, íàçâàíèß êîòîðûõ îáðàçóþò êîíå÷íóþ ñèãíàòó-
ðó Ω  ñõåìó áàçû äàííûõ, à ýëåìåíòû òàáëèö áåðóòñß èç êàêîãî-ëèáî ôèêñèðî-
âàííîãî ìíîæåñòâà A. Õîòß êîëè÷åñòâî òàáëèö è êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ â êàæäîé
èç íèõ êîíå÷íî, íî ýòè êîëè÷åñòâà ìîãóò áûòü ñêîëü óãîäíî áîëüøèìè, ïîýòîìó
ìíîæåñòâî A ñëåäóåò ñ÷èòàòü áåñêîíå÷íûì. Òàêèì îáðàçîì, áàçó äàííûõ ìîæíî
ñ÷èòàòü àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìîé D ñèãíàòóðû Ω, íîñèòåëü êîòîðîé  êîíå÷íîå
ïîäìíîæåñòâî A.
Äëß èçâëå÷åíèß èíôîðìàöèè èç áàçû äàííûõ, êàê ïðàâèëî, èñïîëüçóþòñß ßçû-
êè ïåðâîãî ïîðßäêà, êîòîðûå èñïîëüçóþòñß äëß ïîñòðîåíèß çàïðîñîâ. Ýòà òðàäè-
öèß òîæå âîñõîäèò ê Êîääó, êîòîðûé â êà÷åñòâå ßçûêà çàïðîñîâ ïðåäëîæèë èñïîëü-
çîâàòü ßçûê ðåëßöèîííûõ âûðàæåíèé, ïðàêòè÷åñêè ýêâèâàëåíòíûé ßçûêó ëîãèêè
ïðåäèêàòîâ ïåðâîãî ïîðßäêà.
Â ïðîñòåéøåì ñëó÷àå çàïðîñû ßâëßþòñß çàìêíóòûìè ôîðìóëàìè ïåðâîãî ïî-
ðßäêà, à èíôîðìàöèß, êîòîðóþ ìîæíî èçâëå÷ü ñ ïîìîùüþ òàêèõ çàïðîñîâ,  îá-
ëàäàåò áàçà äàííûõ êàêèì-òî ñâîéñòâîì èëè íåò. Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî íå âñßêîå
ñâîéñòâî àëãåáðàè÷åñêèõ ñèñòåì ìîæåò áûòü çàïèñàíî òàêèìè ôîðìóëàìè, áîëåå
òîãî, íåëüçß çàïèñàòü ìíîãèå ïðîñòåéøèå âåùè. Íàïðèìåð, åñëè ñèãíàòóðà áàçû
äàííûõ ñîäåðæèò òîëüêî îäèí îäíîìåñòíûé ïðåäèêàòíûé ñèìâîë P , òî íåâîçìîæ-
íî çàïèñàòü â ýòîé ñèãíàòóðå ôîðìóëó ïåðâîãî ïîðßäêà, âûäåëßþùóþ â òî÷íîñòè
òå áàçû äàííûõ, â êîòîðûõ êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ îòíîøåíèß P ßâëßåòñß ÷åòíûì
(ñì., íàïðèìåð, [12]).
Îäèí èç ïóòåé, êîòîðûé ïîìîã áû ïðåîäîëåòü ýòî îãðàíè÷åíèå, ñîñòîèò â ñëåäó-
þùåì. Îáû÷íî íàä ìíîæåñòâîì A, ýëåìåíòû êîòîðîãî èñïîëüçóþòñß äëß ïîñòðîå-
íèß áàçû äàííûõ D, îïðåäåëåíû êàêèå-ëèáî ñòàíäàðòíûå îòíîøåíèß, îáðàçóþùèå
ñèãíàòóðó Σ. Íàïðèìåð, åñëè A = ω, òî íàä ìíîæåñòâîì íàòóðàëüíûõ ÷èñåë ω â
êà÷åñòâå òàêèõ îòíîøåíèé ìîæíî èñïîëüçîâàòü îïåðàöèè ñëîæåíèß è óìíîæåíèß.
Òàêèì îáðàçîì, ýëåìåíòû, ñîñòàâëßþùèå D, ßâëßþòñß ýëåìåíòàìè íåêîé àëãåáðà-
è÷åñêîé ñèñòåìû A ñèãíàòóðû Σ, íàçûâàåìîé óíèâåðñóìîì. Âîçìîæíî, ÷òî åñëè â
ßçûêå çàïðîñîâ èñïîëüçîâàòü íå òîëüêî îòíîøåíèß ñèãíàòóðû áàçû äàííûõ Ω, íî
îòíîøåíèß óíèâåðñóìà Σ (ôîðìóëû â ñèãíàòóðå (Ω,Σ) íàçûâàþòñß ðàñøèðåííû-
ìè), òî òîãäà ìîæíî áóäåò çàïèñàòü êàêèå-òî ñâîéñòâà, êîòîðûå íåëüçß çàïèñàòü
çàïðîñàìè â ñèãíàòóðå Ω (ôîðìóëû â ñèãíàòóðå Ω íàçûâàþòñß îãðàíè÷åííûìè).
Ðàçóìååòñß, ðå÷ü äîëæíà èäòè íå î ñâßçè îòíîøåíèé èç Ω è Σ, à òîëüêî î ñâîéñòâàõ
îòíîøåíèé èç Ω. Áîëåå òî÷íî, ìû õîòèì ÷òîáû çíà÷åíèå ôîðìóëû íå ìåíßëîñü
ïðè ïðîèçâîëüíûõ ñîõðàíßþùèõ ïîðßäîê èçîìîðôèçìàõ ñîñòîßíèß áàçû äàííûõ
D âíóòðè óíèâåðñóìà A. Òàêèå ôîðìóëû íàçûâàþòñß ëîêàëüíî ãåíåðè÷åñêèìè èëè
<-èíâàðèàíòíûìè.
Åñëè, íàïðèìåð, â êà÷åñòâå óíèâåðñóìà âçßòü ýëåìåíòàðíóþ àðèôìåòèêó: L =
(ω,+,×), òî ìîæíî áóäåò çàïèñàòü ëþáîå àðèôìåòè÷åñêîå ñâîéñòâî. Îäíàêî, ïî-
ñêîëüêó çàïðîñû âûïîëíßþòñß âû÷èñëèòåëüíûì óñòðîéñòâîì, òî ëîãè÷íî ïîòðå-
áîâàòü, ÷òîáû ñóùåñòâîâàë àëãîðèòì, ñïîñîáíûé îïðåäåëèòü èñòèííîñòü ëþáîé
òàêîé ôîðìóëû. Î÷åâèäíî, äëß òåîðèè ñèñòåìû L òàêîãî àëãîðèòìà íåò.
Åñëè â êà÷åñòâå óíèâåðñóìà âçßòü áîëåå îãðàíè÷åííóþ ñèñòåìó L0 = (ω, 0, 1, <
,+)  àðèôìåòèêó Ïðåñáóðãåðà, òî âñå çíà÷åíèß ôîðìóë îêàæóòñß âû÷èñëèìûìè.
Íî êàê äîêàçàíî â [11], ëþáàß ëîêàëüíî ãåíåðè÷åñêàß ôîðìóëà ñ èñïîëüçîâàíèåì
ñëîæåíèß ýêâèâàëåíòíà ôîðìóëå áåç íåãî. Òî÷íåå, ëþáàß ëîêàëüíî ãåíåðè÷åñêàß
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ðàñøèðåííàß ôîðìóëà ýêâèâàëåíòíà íåêîòîðîé îãðàíè÷åííîé. Ïîäîáíîå ñâîéñòâî
òåîðèé íàçûâàåòñß òðàíñëßöèîííûì ðåçóëüòàòîì èëè êîëëàïñîì ê ïîðßäêó1, à
ñàìî óòâåðæäåíèå  òðàíñëßöèîííîé òåîðåìîé. Òàêèì îáðàçîì, èíòåðåñ ïðåä-
ñòàâëßåò ïîèñê òåîðèé, êîòîðûå ñ îäíîé ñòîðîíû áûëè áû ðàçðåøèìûìè, à ñ äðó-
ãîé ñòîðîíû â íèõ íå èìåë áû ìåñòî êîëëàïñ ê ïîðßäêó. Òàêèå òåîðèè íàéäåíû,
íàïðèìåð, ñóùåñòâóåò ðàçðåøèìîå óïîðßäî÷åíèå ñëó÷àéíîãî ãðàôà (ñì.[4]). Ïîðß-
äîê â ýòîé òåîðèè ßâëßåòñß ïëîòíûì.
Èçâåñòíî, ÷òî äëß ìíîãèõ ðàçðåøèìûõ ðàñøèðåíèé äèñêðåòíîãî ëèíåéíîãî ïî-
ðßäêà òðàíñëßöèîííàß òåîðåìà âåðíà. Â ÷àñòíîñòè, äîêàçàíî, ÷òî îíà âûïîëíßåòñß
â ñàìîé àðèôìåòèêå Ïðåñáóðãåðà (ñì. [11]), åå ñåìåíîâñêèõ îáîãàùåíèßõ (ñì. [2]),
åå îáîãàùåíèßõ ñëàáî ìîíîòîííûìè ñîãëàñîâàííûìè ñî ñëîæåíèåì ôóíêöèßìè
(ñì. [9]). Ñ äðóãîé ñòîðîíû, âñå ðàíåå èçâåñòíûå ïðèìåðû îáîãàùåíèé äèñêðåòíî-
ãî ëèíåéíîãî ïîðßäêà, èñïîëüçîâàíèå êîòîðûõ óâåëè÷èâàåò âûðàçèòåëüíóþ ñèëó
ßçûêà ëîãèêè ïðåäèêàòîâ, ßâëßþòñß íåðàçðåøèìûìè. Áîëåå òîãî, â íèõ èíòåðïðå-
òèðóþòñß òåîðèß íàñëåäñòâåííî êîíå÷íûõ ìíîæåñòâ è ýëåìåíòàðíàß àðèôìåòèêà.
Â ñâßçè ñ ýòèì â [11] âûñêàçàíà ãèïîòåçà î òîì, ÷òî òðàíñëßöèîííàß òåîðåìà
ñïðàâåäëèâà äëß âñåõ ðàçðåøèìûõ îáîãàùåíèé äèñêðåòíîãî ëèíåéíîãî ïîðßäêà
(ïðîáëåìà 3). Òàì æå âûñêàçàíî áîëåå ñèëüíîå ïðåäïîëîæåíèå, ÷òî åñëè â êàêîì-
íèáóäü òàêîì îáîãàùåíèè èìååò ìåñòî óâåëè÷åíèå âûðàçèòåëüíîé ñèëû ßçûêà ïåð-
âîãî ïîðßäêà, òî â íåì ñóùåñòâóåò íåêîòîðàß ôîðìóëà φ(x¯, y¯), êîòîðàß ñïîñîáíà
âûäåëèòü ïðîèçâîëüíîå êîíå÷íîå ìíîæåñòâî (ïðîáëåìà 4). Â [9] âûñêàçàíû áîëåå
ñëàáûå ãèïîòåçû, êîòîðûå óòâåðæäàþò òî æå ñàìîå äëß ðàñøèðåíèé àðèôìåòèêè
Ïðåñáóðãåðà (ãèïîòåçû 1 è 2). Â ðàáîòå [10] ñôîðìóëèðîâàíî äðóãîå ïðåäïîëî-
æåíèå: äëß êîëëàïñà ê ïîðßäêó íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ñóùåñòâîâàëî
îïðåäåëèìîå ìíîæåñòâî, íà êîòîðîì íåò íåçàâèñèìîé ôîðìóëû.
Äàííàß ðàáîòà ïîñâßùåíà îïðîâåðæåíèþ ñôîðìóëèðîâàííûõ âûøå ïðåäïîëî-
æåíèé. Ìû ðàññìàòðèâàåì â êà÷åñòâå óíèâåðñóìà íåêîòîðîå àâòîìàòíîå ðàñøè-
ðåíèå àðèôìåòèêè Ïðåñáóðãåðà (ñì. [13]), è ïðåäëàãàåì ïðèìåð ëîêàëüíî ãåíåðè-
÷åñêîé ôîðìóëû, êîòîðàß íå ýêâèâàëåíòíà íèêàêîé îãðàíè÷åííîé ôîðìóëå. Ðàñ-
ñìàòðèâàåìûå íàìè àâòîìàòíûå ñèñòåìû ßâëßþòñß ðàçðåøèìûìè îáîãàùåíèßìè
àðèôìåòèêè Ïðåñáóðãåðà ñïåöèàëüíûì ïðåäèêàòîì <− è, òåì áîëåå, îáîãàùåíèßìè
ëèíåéíîãî äèñêðåòíîãî ïîðßäêà. Ôîðìóëà φ, îáëàäàþùàß óêàçàííûì âûøå ñâîé-
ñòâîì, â ýòîé òåîðèè, åñòåñòâåííî, îòñóòñòâóåò, òàê êàê ðàñøèðåíèß àðèôìåòèêè
Ïðåñáóðãåðà, åå ñîäåðæàùèå, íå ìîãóò áûòü ðàçðåøèìûìè.
Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ìû ïîêàçûâàåì, ÷òî åñëè âìåñòî ïðåäèêàòà<− ðàññìàòðèâàòü
åãî äîñòàòî÷íî ðåäêîå ïîäìíîæåñòâî <−∗, òî ïðè îáîãàùåíèè àðèôìåòèêè Ïðåñáóð-
ãåðà òàêèì îòíîøåíèåì, â íåì òðàíñëßöèîííàß òåîðåìà îñòàíåòñß âåðíîé, áîëåå
òîãî, òåîðèß òàêîé ñèñòåìû áóäåò ñâîäèìîé. Íî â ýòîé ñèñòåìå íåò íèêàêîãî áåñêî-
íå÷íîãî ìíîæåñòâà (òåì áîëåå îïðåäåëèìîãî), íà êîòîðîì íå áûëî áû íåçàâèñèìîé
ôîðìóëû. Ýòî îïðîâåðãàåò ãèïîòåçó èç [10].
Â ïàðàãðàôå 2 ìû äàåì îñíîâíûå îïðåäåëåíèß, êîòîðûå èñïîëüçóåì â äàëü-
íåéøåì. Â ïàðàãðàôå 3 ìû îïðåäåëßåì îáîãàùåíèå àðèôìåòèêè Ïðåñáóðãåðà T4
ýêñïîíåíòîé è ïðåäèêàòîì R è óñòàíàâëèâàåì íåêîòîðûå ñâîéñòâà ýòîãî îáîãà-
ùåíèß, ïîñëå ÷åãî, â ïàðàãðàôå 4 äåìîíñòðèðóåì, ÷òî ýòî ðàñøèðåíèå äîïóñêàåò
ýôôåêòèâíóþ ýëèìèíàöèþ êâàíòîðîâ äî ïîëó÷åíèß ýêçèñòåíöèàëüíîé ôîðìóëû
îïðåäåëåííîãî âèäà.
1Àíãë. the collapse result.
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Äàëåå, â ïàðàãðàôå 5 ìû íà÷èíàåì ðàññìàòðèâàòü ñèñòåìû, ßâëßþùèåñß êî-
íå÷íûìè íà÷àëüíûìè ôðàãìåíòàìè ìîäåëåé T4. Ìû ïîêàçûâàåì, ÷òî ïðè îïðåäå-
ëåííûõ óñëîâèßõ ëþáàß ôîðìóëà â ýòèõ ñèñòåìàõ ýêâèâàëåíòíà íåêîòîðîé áóëåâîé
êîìáèíàöèè íåðàâåíñòâ äëß êîëè÷åñòâà ýëåìåíòîâ â íèõ. Òàêèì îáðàçîì, ìû ïî-
êàçûâàåì, ÷òî ÷åòíîñòü êîëè÷åñòâà ýëåìåíòîâ R çàïèñàòü â ýòèõ ñèñòåìàõ íåëüçß.
Íàêîíåö, â ïàðàãðàôå 6 ìû äåìîíñòðèðóåì, êàê çàïèñàòü ÷åòíîñòü êîëè÷åñòâà
ýëåìåíòîâ R, åñëè â ôîðìóëàõ èñïîëüçîâàòü îòíîøåíèß íåêîòîðîé àâòîìàòíîé ñè-
ñòåìû L<−, ïðåäëîæåííîé Ì.À.Òàéöëèíûì, ÷òî è îçíà÷àåò îòñóòñòâèå êîëëàïñà ê
ïîðßäêó â ýòîé ñèñòåìå, êîòîðàß ßâëßåòñß ðàçðåøèìûì îáîãàùåíèåì àðèôìåòèêè
Ïðåñáóðãåðà.
Â ïàðàãðàôå 7 ìû ðàññìàòðèâàåì îáîáùåíèß ñèñòåìû L<−, â êîòîðûõ ìíîæå-
ñòâî àòîìîâ íå ñîâïàäàåò ñî ìíîæåñòâîì ñòåïåíåé äâîéêè. Ìû äåìîíñòðèðóåì,
÷òî â òàêèõ ñèñòåìàõ òðàíñëßöèîííàß òåîðåìà âåðíà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êî-
ãäà ìíîæåñòâî àòîìîâ èìååò ñêîëü óãîäíî áîëüøèå ¾ïðîáåëû¿, òî èìåþòñß ñêîëü
óãîäíî äëèííûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïîäðßä èäóùèõ ñòåïåíåé äâîéêè, êîòîðûå íå
ßâëßþòñß àòîìàìè.
2. Îïðåäåëåíèß. Îñíîâíûå ïîíßòèß òåîðèè ìîäåëåé, êîòîðûå óïîìèíàþòñß
â äàííîé ðàáîòå, èçëîæåíû â [6].
Àðèôìåòè÷åñêèå òåîðèè. Äàëåå âñþäó ñòðî÷íûå ãîòè÷åñêèå áóêâû a, b, c,
. . . (âîçìîæíî, ñ èíäåêñàìè) áóäóò îáîçíà÷àòü öåëî÷èñëåííûå êîíñòàíòû, à ñòðî÷-
íûå ãðå÷åñêèå íà÷àëà àëôàâèòà α, β, γ  ðàöèîíàëüíûå. Â äàëüíåéøåì ìû íå
áóäåì ñïåöèàëüíî óïîìèíàòü îá ýòîì.
Èòàê, ïóñòü ñèãíàòóðà àðèôìåòèêè Ïðåñáóðãåðà ΣA = (0, 1, <,+). Ìû ðàññìàò-
ðèâàåì ìîäåëè òåîðèè T0 = Th(ω, 0, 1, <,+), òî åñòü òåîðèè íàòóðàëüíûõ ÷èñåë ñ
ïîðßäêîì è ñëîæåíèåì (ñì., íàïðèìåð, [1]).
Çàìåòèì, ÷òî â òåîðèè T0 îïðåäåëèìû ñëåäóþùèå ñèìâîëû. Âñå íàòóðàëüíûå
÷èñëà:




Qa(x) ⇐⇒ ∃y(y + y + · · ·+ y︸ ︷︷ ︸
a ðàç
= x)
äëß âñåõ a ∈ ω, a > 2. Ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü òàêæå âû÷èòàíèå, êîãäà îíî èìååò
ñìûñë äëß íàòóðàëüíûõ ÷èñåë.
Èñïîëüçóß ïåðå÷èñëåííûå âûøå âîçìîæíîñòè ìîæíî çàïèñàòü óìíîæåíèå íà
êîíñòàíòó:
ax = z ⇐⇒ z = x+ x+ · · ·+ x︸ ︷︷ ︸
a ðàç
è öåëî÷èñëåííîå äåëåíèå íà êîíñòàíòó:[x
a
]
= z ⇐⇒ az 6 x ∧ a(z + 1) > x.
Òàêèì îáðàçîì, ìû ìîæåì âûðàçèòü öåëóþ ÷àñòü îò óìíîæåíèß íà ëþáîå ðàöè-
îíàëüíîå ÷èñëî. Äîáàâëåíèå ê ñèãíàòóðå îïðåäåëèìûõ ñèìâîëîâ íå óâåëè÷èâàåò
âûðàçèòåëüíûõ âîçìîæíîñòåé, ïîýòîìó â äàëüíåéøåì ìû áóäåì âêëþ÷àòü âñå ýòè
ñèìâîëû â ñîñòàâ ñèãíàòóðû.
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Àâòîìàòíûå ñèñòåìû. Â [13] ââåäåíî ïîíßòèå àâòîìàòíîé ñèñòåìû. Òàê
íàçûâàþòñß ñèñòåìû îáëàäàþùèå ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì:
¾Äëß ëþáîé ôîðìóëû φ(x1, . . . , xn) ìîæíî ýôôåêòèâíî ïîñòðîèòü êî-
íå÷íûé àâòîìàò, êîòîðûé ïî âõîäó â äâîè÷íîé çàïèñè (a1, . . . , an) áóäåò
îïðåäåëßòü èñòèííà ôîðìóëà φ íà íàáîðå a¯ èëè ëîæíà.¿
Òàê êàê òåîðèß êîíå÷íûõ àâòîìàòîâ ðàçðåøèìà, òî òåîðèß ëþáîé àâòîìàòíîé ñè-
ñòåìû òîæå ðàçðåøèìà.
Ìû ðàññìîòðèì îäíó èç àâòîìàòíûõ ñèñòåì, ïðåäëîæåííóþ Ì.À.Òàéöëèíûì,
êîòîðàß ßâëßåòñß îáîãàùåíèåì àðèôìåòèêè Ïðåñáóðãåðà. Ðàñøèðèì ñèãíàòóðó
ΣA äî ñèãíàòóðû ΣA<− äîáàâëåíèåì äâóõìåñòíîãî ïðåäèêàòíîãî ñèìâîëà <−: ΣA<− =
(0, 1, <,+,<−). Êàê èçâåñòíî, ëþáîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî ìîæíî îäíîçíà÷íî ðàçëî-
æèòü â ñóììó ðàçëè÷íûõ ñòåïåíåé äâîéêè, â ñîîòâåòñòâèè ñ åãî äâîè÷íîé çàïèñüþ,
íàïðèìåð,
19 = 16 + 2 + 1, 28 = 16 + 8 + 4.
Îòíîøåíèå x <− y áóäåò îçíà÷àòü, ÷òî x  ñòåïåíü äâîéêè, êîòîðàß âñòðå÷àåòñß â
ðàçëîæåíèè y. Íàïðèìåð,
16 <− 19, 4 <− 28, íî 4 6<− 19.
Åñëè x íå ßâëßåòñß ñòåïåíüþ äâîéêè, òî ôîðìóëà x <− y ëîæíà äëß ëþáîãî y.
Ñèñòåìà
L<− = (ω, 0, 1, <,+,<−)
ßâëßåòñß àâòîìàòíîé (ñì. [13]), ïîýòîìó åå òåîðèß ðàçðåøèìà.
Ñèñòåìà (ω, 0, 1, <,+,<−) ïî ñóòè äåëà ýêâèâàëåíòà ñèñòåìå (ω,<,<−), òàê êàê
êîíñòàíòû 0, 1 è îïåðàöèß ñëîæåíèß îïðåäåëèìû ÷åðåç < è <−. À ñèñòåìà (ω,<,<−),
â ñâîþ î÷åðåäü, ßâëßåòñß èäåàëîì Ôðåøå àòîìíîé áóëåâîé àëãåáðû, â êîòîðîé ìíî-
æåñòâî àòîìîâ óïîðßäî÷åíî ïî òèïó íàòóðàëüíûõ ÷èñåë. Â ðîëè àòîìîâ âûñòóïàþò
ñòåïåíè äâîéêè, ïîýòîìó äëß êðàòêîñòè áóäåì íàçûâàòü ñòåïåíè äâîéêè àòîìà-
ìè. Òîãäà ëþáîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî ßâëßåòñß â ñìûñëå îòíîøåíèß <− êîíå÷íûì
ìíîæåñòâîì àòîìîâ, è íàîáîðîò: ëþáîå êîíå÷íîå ìíîæåñòâî àòîìîâ îïðåäåëßåò
íåêîòîðîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî  èõ ñóììó.
Òðàíñëßöèîííûé ðåçóëüòàò. Ïóñòü Σ  ñèãíàòóðà íåêîòîðîé òåîðèè T .
Ïóñòü ñèãíàòóðà Σ ñîäåðæèò äâóõìåñòíûé ïðåäèêàòíûé ñèìâîë <, îçíà÷àþùèé â
òåîðèè T ëèíåéíîå óïîðßäî÷åíèå. Ïóñòü Ω  êîíå÷íàß ïðåäèêàòíàß ñèãíàòóðà, íå
èìåþùàß îáùèõ ñèìâîëîâ ñ Σ. Òàêèå ñèãíàòóðû ìû áóäåì íàçûâàòü ñèãíàòóðàìè
áàç äàííûõ. Çàïðîñîì íàçûâàåòñß ôîðìóëà ïåðâîãî ïîðßäêà. Çàïðîñ (ò.å. ôîðìó-
ëó ïåðâîãî ïîðßäêà) â ñèãíàòóðå Σ ∪ Ω ìû íàçûâàåì ðàñøèðåííûì2, â ñèãíàòóðå
(Ω, <)  îãðàíè÷åííûì3.
Åñëè A  ìîäåëü T , B  èíòåðïðåòàöèß ñèìâîëîâ èç Ω íàä |A|  íîñèòåëåì
ñèñòåìû A, òî B íàçûâàåòñß ñîñòîßíèåì áàçû äàííûõ íàä A. Ñîñòîßíèå B íàçû-
âàåòñß êîíå÷íûì, åñëè èíòåðïðåòàöèè âñåõ ñèìâîëîâ èç Ω êîíå÷íû. Î÷åâèäíî, ÷òî





Äâà ñîñòîßíèß íàä A íàçûâàþòñß ïîðßäêîâî èçîìîðôíûìè, åñëè ìåæäó íèìè
ìîæíî óñòàíîâèòü èçîìîðôèçì, êîòîðûé ñîõðàíßåò ïîðßäîê < â ñèñòåìå A. Ôîð-
ìóëà íàçûâàåòñß ëîêàëüíî ãåíåðè÷åñêîé îòíîñèòåëüíî êîíå÷íûõ ñîñòîßíèé (èëè
ïðîñòî ëîêàëüíî ãåíåðè÷åñêèì, èëè <-èíâàðèàíòíîé), åñëè èç èñòèííîñòè (ëîæ-
íîñòè) åå íà êîíå÷íîì ñîñòîßíèè B, ñëåäóåò åå èñòèííîñòü (ëîæíîñòü) íà ëþáîì
ïîðßäêîâî èçîìîðôíîì åìó ñîñòîßíèè C.
Åñëè â ñèñòåìå A ñèãíàòóðû Σ äëß ëþáîé ñèãíàòóðû áàçû äàííûõ Ω êàæäàß
ëîêàëüíî ãåíåðè÷åñêàß ðàñøèðåííàß ôîðìóëà äëß êîíå÷íûõ ñîñòîßíèé ýêâèâà-
ëåíòíà íåêîòîðîé îãðàíè÷åííîé ôîðìóëå, òî ýòî ñâîéñòâî íàçûâàåòñß êîëëàïñîì
ê ïîðßäêó èëè òðàíñëßöèîííîé òåîðåìîé äëß ñèñòåìû A. Î÷åâèäíî, ÷òî ýòî ñâîé-
ñòâî òåîðèé, à íå àëãåáðàè÷åñêèõ ñèñòåì, ïîñêîëüêó äëß êàæäîãî êîíêðåòíîãî êî-
íå÷íîãî ñîñòîßíèß áàçû äàííûõ ýòî ìîæíî îïèñàòü ôîðìóëîé ñèãíàòóðû Σ, à ñàì
êîëëàïñ ê ïîðßäêó çàïèñûâàåòñß â âèäå ìíîæåñòâà çàìêíóòûõ ôîðìóë ñèãíàòóðû
Σ.
3. Ñëîæíîå îáîãàùåíèå àðèôìåòèêè Ïðåñáóðãåðà. ×òîáû äîêàçàòü îò-
ñóòñòâèå êîëëàïñà ê ïîðßäêó â òåîðèè ñèñòåìû (ω, 0, 1,6,+,<−), ìû äîëæíû íàéòè
íåêîòîðóþ ñèãíàòóðó áàçû äàííûõ Ω è íåêîòîðóþ ðàñøèðåííóþ <-èíâàðèàíòíóþ
ôîðìóëó â ñèãíàòóðå (Ω,ΣA<−), êîòîðàß íå áóäåò ýêâèâàëåíòíà íèêàêîé <-îãðà-
íè÷åííîé ôîðìóëå ñèãíàòóðû (Ω,6). Ôîðìóëà, êîòîðóþ ìû ñîáèðàåìñß ïðåäëî-
æèòü, áóäåò âûäåëßòü ñîñòîßíèß áàç äàííûõ, èçîìîðôíûå íà÷àëüíîìó ôðàãìåíòó
íåêîòîðîãî îáîãàùåíèß àðèôìåòèêè Ñåìåíîâà (ñì.[7, 8]), êîòîðîå ìû è ñîáèðàåìñß
îïèñàòü â ýòîì è ñëåäóþùèõ ïàðàãðàôàõ.
Ïóñòü L = (ω, 0, 1,6,+)  îáû÷íàß àðèôìåòèêà Ïðåñáóðãåðà ñèãíàòóðû ΣA =
(0, 1,6,+). Äîáàâèì â ñèãíàòóðó ΣA íîâûå îäíîìåñòíûé ôóíêöèîíàëüíûé è îä-
íîìåñòíûé ïðåäèêàòíûé ñèìâîëû. Ïîëó÷åííóþ ñèãíàòóðó áóäåì îáîçíà÷àòü
ΣAR = (0, 1, <,+, 4
x, R).
Îáîãàòèì ñèñòåìó L äî ñèñòåìû LR ñèãíàòóðû ΣAR. Çíà÷åíèåì ôóíêöèîíàëü-
íîãî ñèìâîëà áóäåò ñòåïåíü ïî îñíîâàíèþ 4: 4x, à çíà÷åíèåì ïðåäèêàòà R  ìíî-
æåñòâî çíà÷åíèé ãèïåðýêñïîíåíòû ïî îñíîâàíèþ 4.
Òî÷íåå, îïðåäåëèì ôóíêöèþ H4(x) ñëåäóþùèì îáðàçîì:
H4(0) = 0, H4(x+ 1) = 4H4(x).
Ýòà ôóíêöèß  ãèïåðýêñïîíåíòà ïî îñíîâàíèþ 4, à ìíîæåñòâî åå çíà÷åíèé è áóäåò
íàøèì ïðåäèêàòîì R:
R = {H4(x) : x ∈ ω}.
Ìû ïðîäåìîíñòðèðóåì, ÷òî â òåîðèè TR = Th(LR) ñèñòåìû
LR = (ω, 0, 1, <,+, 4x, R)
êàæäàß ôîðìóëà ýêâèâàëåíòíà ýêçèñòåíöèàëüíîé (åñëè âêëþ÷àòü â ñîñòàâ ñèãíà-
òóðû ïðåäèêàòû äåëèìîñòè è óìíîæåíèå íà ðàöèîíàëüíûå êîíñòàíòû).
Ñíà÷àëà óñòàíîâèì îäíî ïîëåçíîå ñâîéñòâî ãèïåðýêñïîíåíòû.
Òåîðåìà 1. Äëß êàæäîãî íàòóðàëüíîãî p > 1 çíà÷åíèå H4(x) ßâëßåòñß êîíñòàí-
òîé ïî ìîäóëþ p, íà÷èíàß ñ íåêîòîðîãî x.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Áóäåì äîêàçûâàòü óòâåðæäåíèå èíäóêöèåé ïî p.
Åñëè p  ñòåïåíü äâîéêè, òî óòâåðæäåíèå î÷åâèäíî.
Åñëè p  ÷åòíîå, íî íå ñòåïåíü äâîéêè, òî îíî îäíîçíà÷íî ðàçëàãàåòñß íà ìíî-
æèòåëè p = qr, ãäå q  ñòåïåíü äâîéêè, à r  íå÷åòíîå ÷èñëî, ïðè÷åì îáà ìíîæè-
òåëß ìåíüøå p. Ïî èíäóêöèîííîìó ïðåäïîëîæåíèþ, H4(x) åñòü êîíñòàíòà ïî ìîäó-
ëßì q è r, íà÷èíàß ñ íåêîòîðûõ x1 è x2 ñîîòâåòñòâåííî. Íî îñòàòîê îò äåëåíèß íà
p îäíîçíà÷íî îïðåäåëßåòñß îñòàòêàìè îò äåëåíèß íà q è r, çíà÷èò H4(x) mod p 
òîæå êîíñòàíòà, íà÷èíàß ñ max{x1, x2}.
Ïóñòü òåïåðü p  íå÷åòíîå. Ýêñïîíåíòà 4x  ôóíêöèß ïåðèîäè÷åñêàß ïî ìî-
äóëþ p, ïðè÷åì ïåðèîä åå íå ïðåâîñõîäèò p− 1. Ïóñòü, íàïðèìåð, ïåðèîä ðàâåí s.
Òîãäà 4x mod p îäíîçíà÷íî îïðåäåëßåòñß ïî x mod s. Íî s < p, ïî èíäóêöèîííî-
ìó ïðåäïîëîæåíèþ, H4(x) mod s  êîíñòàíòà, íà÷èíàß ñ íåêîòîðîãî x0. Íî òîãäà
H4(x) mod p  òîæå êîíñòàíòà, íà÷èíàß ñ x0 + 1.
Ñëåäñòâèå 1. Åñëè x ∈ R, òî ôîðìóëà âèäà Qc(x + a), ãäå a  êîíñòàíòà,
ýêâèâàëåíòíà íåêîòîðîé áóëåâîé êîìáèíàöèè ëèíåéíûõ íåðàâåíñòâ äëß x.
Äðóãîå íåîáõîäèìîå íàì ñâîéñòâî òåîðèè TR:
Ëåììà 1. Â òåîðèè TR êàæäàß ôîðìóëà ýêâèâàëåíòíà ôîðìóëå, â êîòîðîé ïðå-
äèêàòíûé ñèìâîë R âõîäèò òîëüêî â ñîñòàâ R-îãðàíè÷åííûõ êâàíòîðîâ.
Äîêàçàòåëüñòâî. Íàì äîñòàòî÷íî ïðîäåìîíñòðèðîâàòü, ÷òî åñëè ôîðìóëà φ óäî-
âëåòâîðßåò óñëîâèþ òåîðåìû, òî è ôîðìóëà (∃x /∈ R)φ òîæå áóäåò ýêâèâàëåíòíà
ôîðìóëå óêàçàííîãî â òåîðåìå âèäà. Ïî èíäóêöèîííîìó ïðåäïîëîæåíèþ ìû ìî-
æåì ñ÷èòàòü, ÷òî ñàìà ôîðìóëà φ èìååò íóæíûé âèä. Íî òîãäà ïîëó÷àåì:
(∃x /∈ R)φ ≡ (∃y ∈ R)(∃x)(y < x < 4y ∧ φ),
ãäå y  íîâàß ïåðåìåííàß.
4. Ýëèìèíàöèß êâàíòîðîâ â òåîðèè TR. Òåïåðü äîêàæåì ãëàâíóþ òåîðåìó
î òåîðèè TR.
Òåîðåìà 2. Â òåîðèè TR ëþáàß ôîðìóëà ýêâèâàëåíòíà ýêçèñòåíöèàëüíîé ôîð-
ìóëå, ìàòðèöà êîòîðîé ßâëßåòñß áóëåâîé êîìáèíàöèåé ïðåäèêàòîâ äåëèìîñòè




(av4v + bvv), (1)
ãäå a, b, c  êîíñòàíòû, à v  ïåðåìåííûå èç ôîðìóëû.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî ëåììå 1 ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî R âõîäèò òîëüêî â ñîñòàâ R-
îãðàíè÷åííûõ êâàíòîðîâ. Íàøà çàäà÷à  ïðîäåìîíñòðèðîâàòü, ÷òî ôîðìóëà
¬(∃x1, . . . , xn)(∃y1, . . . , ym ∈ R)φ (2)
ýêâèâàëåíòíà ýêçèñòåíöèàëüíîé, åñëè φ  áåñêâàíòîðíàß ôîðìóëà, ïðè÷åì ïðè
ýòîì ïðåîáðàçîâàíèè ìàòðèöà ôîðìóëû íå òåðßåò íóæíîãî íàì âèäà. Áóäåì äå-
ëàòü ýòî èíäóêöèåé ïî êîëè÷åñòâó êâàíòîðîâ, ñòîßùèõ ïîñëå çíàêà îòðèöàíèß.
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Èçíà÷àëüíî áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî φ ßâëßåòñß êîíúþíêöèåé ïðåäèêàòîâ äåëèìîñòè è
ñðàâíåíèé ñóìì âèäà (1).
Ïðåæäå âñåãî (ñì. [8]) îòìåòèì, ÷òî äåëèìîñòü ÷èñëà 4u çàâèñèò îò äåëèìîñòè
u, òî åñòü ôîðìóëà Qe(4u + f) ýêâèâàëåíòíà áóëåâîé êîìáèíàöèè ôîðìóë âèäà
Qd(u+ k) äëß íåêîòîðûõ d è k è íåêîòîðûõ ëèíåéíûõ íåðàâåíñòâ äëß u.
Äàëåå, ôîðìóëà Qd(u + e) ïðè u ∈ R â ñèëó òåîðåìû 1 è åå ñëåäñòâèß ýêâèâà-
ëåíòíà íåêîòîðîé êîìáèíàöèè ëèíåéíûõ íåðàâåíñòâ äëß u.
Åùå îäíî òðèâèàëüíîå çàìå÷àíèå: åñëè y1, y2 ∈ R è äëß íåêîòîðîé êîíñòàíòû
c âûïîëíåíî y2 < y1 6 cy2, òî y1 è y2 íå ìîãóò ïðåâîñõîäèòü íåêîòîðîé êîíñòàíòû
d(c), êîòîðàß ýôôåêòèâíî íàõîäèòñß ïî c. Àíàëîãè÷íî, åñëè 4x 6 cx, òî x ìîæåò
ïðèíèìàòü êîíå÷íî ìíîãî ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé.
Çàìåòèì òàêæå, ÷òî, çàìåíèâ â ñóììå âèäà (1) êàêóþ-ëèáî ïåðåìåííóþ v íà
òåðì u + d, ãäå u  ïåðåìåííàß, d  íàòóðàëüíîå ÷èñëî, ìû ïîëó÷èì ôîðìóëó
àíàëîãè÷íîãî âèäà, òàê êàê
av4u+d = 4dav4u.
Äëß îòðèöàòåëüíûõ d ìîæíî âñå íåðàâåíñòâî óìíîæèòü íà 4−d.
Åñëè äëß êàêîãî-òî xi èç ôîðìóëû (31) ñëàãàåìîå âèäà a4xi íå âñòðå÷àåòñß â
íåðàâåíñòâàõ èç φ, òî êâàíòîð äëß ýòîãî xi óäàëßåòñß òî÷íî òàê æå, êàê â àðèô-
ìåòèêå Ïðåñáóðãåðà (ñì., íàïðèìåð, [1]).
Òåïåðü ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî äëß êàæäîãî xi õîòß â îäíîì èç íåðàâåíñòâ
èìååòñß ñëàãàåìîå âèäà a4xi , â êîòîðîì a 6= 0. Áåç îãðàíè÷åíèß îáùíîñòè ìîæíî
ñ÷èòàòü, ÷òî ïåðåìåííûå èç (31) óïîðßäî÷åíû ñëåäóþùèì îáðàçîì:
x1 > x2 > · · · > xn, y1 > y2 > · · · > ym.
Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷àåì, ÷òî ñðåäè ýòèõ ïåðåìåííûõ íåò ðàâíûõ. Êðîìå òî-
ãî, íàì áóäåò óäîáíî ñ÷èòàòü, ÷òî âñå yi íå ðàâíû íóëþ è åäèíèöå. Âñåãî ýòîãî
ìîæíî äîáèòüñß ñ ïîìîùüþ ðàññìîòðåíèß ðàçëè÷íûõ ñëó÷àåâ è îáúåäèíåíèß èõ ñ
ïîìîùüþ äèçúþíêöèè. Òàêàß îïåðàöèß íå óâåëè÷èò êîëè÷åñòâà êâàíòîðîâ ïåðåä
êàæäîé èç âíîâü ïîëó÷åííûõ ôîðìóë.
Ïðèâåäåì êàæäîå íåðàâåíñòâî èç φ ê âèäó
rk 6 sk 6 tk, (3)
ãäå ñóììû sk ñîäåðæàò òîëüêî ñëàãàåìûå ñ ïåðåìåííûìè xi è yj , à ñóììû rk è tk
òàêèõ ñëàãàåìûõ íå ñîäåðæàò. Íèæíßß ãðàíèöà rk èëè âåðõíßß ãðàíèöà tk ìîãóò
îòñóòñòâîâàòü.
Âûáåðåì σ0  ìàêñèìàëüíîå ïî ìîäóëþ èç âñåõ ñëàãàåìûõ, ñîñòàâëßþùèõ âñå
ñóììû sk, áåç ó÷åòà êîýôôèöèåíòà ïåðåä íèìè. Åñëè åñòü íåñêîëüêî îäèíàêîâûõ
ìàêñèìàëüíûõ (íàïðèìåð, y1 = 4x1), òî âîçüìåì ëþáîå èç íèõ. Ïóñòü σk  ñëà-
ãàåìîå σ0 â ñóììå sk ñ ó÷åòîì êîýôôèöèåíòà, áóäåì ñ÷èòàòü ýòîò êîýôôèöèåíò
ðàâíûì ak. Ïóñòü s′k  îñòàòîê ñóììû sk (áåç σk). Ñëàãàåìîå σ0 ìîæåò èìåòü îäèí
èç âèäîâ: 4x1 , y1 èëè 4y1 .
Çàìåòèì, ÷òî åñëè äëß êàêîãî-íèáóäü k ñëàãàåìîå σk íå ßâëßåòñß íàèáîëüøèì
ïî ìîäóëþ ñðåäè âñåõ ñëàãàåìûõ sk ñ ó÷åòîì êîýôôèöèåíòîâ, òî ñóùåñòâóåò ñïîñîá
óìåíüøèòü êîëè÷åñòâî êâàíòîðîâ. Ïîêàæåì êàê ñäåëàòü ýòî.
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Ïóñòü τk  íàèáîëüøåå ñëàãàåìîå â ñóììå sk, è τk = bkτ0, ãäå τ0 ìîæåò èìåòü
îäèí èç ÷åòûðåõ âèäîâ: xi, 4xi , yi èëè 4yi . Òîãäà




Âîçìîæíû 12 âàðèàíòîâ, ðàññìîòðèì èõ âñå.
1. xi 6 4x1 6 bkak xi. Ïîñêîëüêó äëß êàæäîãî xi ñóùåñòâóåò ñëàãàåìîå 4
xi 6 4x1 ,
òî èìååì 4xi 6 bkak xi. Â ýòîì ñëó÷àå ëåãêî ïîëó÷àåì ÷òî xi ìîæåò ïðèíèìàòü
êîíå÷íî ìíîãî çíà÷åíèé, è êâàíòîð ñóùåñòâîâàíèß ìîæíî çàìåíèòü äèçú-
þíêöèåé.
2. 4xi < 4x1 6 bkak 4
xi . Ïðîëîãàðèôìèðîâàâ, ïîëó÷èì
xi < x1 6 log4 bk − log4 ak + xi.
Òàêèì îáðàçîì, x1 ìîæåò ïðèíèìàòü òîëüêî çíà÷åíèß
xi + 1, . . . , xi + log4 bk − log4 ak,
è, ñíîâà, êâàíòîð ñóùåñòâîâàíèß çàìåíßåòñß äèçúþíêöèåé.
3. yi 6 4x1 6 bkak yi. Åñëè ñóùåñòâóåò ñëàãàåìîå âèäà 4
yi , òî áóäåì èìåòü 4yi 6
4x1 6 bkak yi îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî yi ìîæåò ïðèíèìàòü îãðàíè÷åííî ìíîãî çíà-
÷åíèé.
Åñëè ñëàãàåìîãî âèäà 4yi íåò, òî íàïîìíèì, ÷òî ìû ïîëàãàåì yi > 1. Ïîýòîìó,
åñëè yi ñóùåñòâóåò, òî yi = 4y
′
i , äëß íåêîòîðîãî y′i ∈ R. Âûïîëíèâ òàêóþ
çàìåíó â íàøåé ôîðìóëå è çàìåíèâ êâàíòîð, ïîëó÷èì 4y′i 6 4x1 6 bkak 4
y′i .
Èç-çà îòñóòñâèß ñëàãàåìûõ 4yi âñå íåðàâåíñòâà ñîõðàíßþò íóæíûé íàì âèä.
Äàëåå äåéñòâóåì êàê â ïóíêòå 2.
4. 4yi 6 4x1 6 bkak 4
yi , ðàññìàòðèâàåòñß àíàëîãè÷íî ñëó÷àþ 2.
5. xi 6 y1 6 bkak xi. Òàê êàê 4
xi 6 y1 6 bkak xi, òî 4
xi 6 bkak xi, è xi ìîæåò ïðèíèìàòü
êîíå÷íî ìíîãî çíà÷åíèé.
6. 4xi 6 y1 6 bkak 4
xi . Â ýòîì ñëó÷àå ñëàãàåìîãî 4y1 áûòü íå ìîæåò (èíà÷å îíî
áûëî áû ìàêñèìàëüíûì, à íå y1). Âûïîëíèâ çàìåíó, àíàëîãè÷íóþ ïóíêòó 3),
ïîëó÷èì
4xi 6 4y′1 6 bk
ak
4xi .
Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî xi ìîæåò ïðèíèìàòü òîëüêî çíà÷åíèß
y′1 − log4 bk + log4 ak, . . . , y′1.
7. yi < y1 6 bkak yi, i 6= 1. Ñîãëàñíî ñäåëàííîìó â íà÷àëå çàìå÷àíèþ, y1 ìîæåò
ïðèíèìàòü îãðàíè÷åííî ìíîãî çíà÷åíèé.
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8. 4yi 6 y1 6 bkak 4
yi , i 6= 1. Â äàííîì ñëó÷àå ñëàãàåìîãî 4y1 áûòü íå ìîæåò, è
åñëè 4yi = y1, òî y1 ìîæíî çàìåíèòü íà 4yi .
Åñëè æå 4yi < y1, òî 44
yi 6 y1, è ìû ïîëó÷èì
44




îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî yi ìîæåò ïðèíèìàòü îãðàíè÷åííî ìíîãî çíà÷åíèé.
9. xi 6 4y1 6 bkak xi. Ïîñêîëüêó 4
xi ïðèñóòñòâóåò â êàêîé-òî ñóììå sk′ , òî îíî íå
ìîæåò ïðåâîñõîäèòü 4y1 , èíà÷å ïîñëåäíåå íå áûëî áû ìàêñèìàëüíûì. Ñëåäî-
âàòåëüíî, èìååì íåðàâåíñòâî
4xi 6 4y1 6 bk
ak
xi,
îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî xi ìîæåò ïðèíèìàòü îãðàíè÷åííî ìíîãî çíà÷åíèé.
10. 4xi 6 4y1 6 bkak 4
xi ðàññìàòðèâàåòñß àíàëîãè÷íî ïóíêòó 6.
11. yi 6 4y1 6 bkak yi, ïîñêîëüêó 4
yi 6 4y1 , òî 4yi 6 bkak yi è yi ìîæåò ïðèíèìàòü
êîíå÷íî ìíîãî çíà÷åíèé.
12. 4yi 6 4y1 6 bkak 4
yi , i 6= 1. Ïðîëîãàðèôìèðîâàâ, áóäåì èìåòü
yi 6 y1 6 log4 bk − log4 ak + yi.
Ó÷èòûâàß, ÷òî y1 > 4yi , ïîëó÷èì, ÷òî y1 ìîæåò èìåòü êîíå÷íî ìíîãî çíà÷å-
íèé.
Òåïåðü ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî â êàæäîé ñóììå sk ñëàãàåìîå σk ßâëßåòñß íàè-
áîëüøèì ïî ìîäóëþ. Âîçìîæíû äâà ñëó÷àß:
1. êàæäîå σk ïî ìîäóëþ ïðåâîñõîäèò ñîîòâåòñòâóþùóþ ñóììó s′k íå ìåíåå ÷åì
â äâà ðàçà,
2. äëß íåêîòîðîãî k ñëàãàåìîå σk ïî ìîäóëþ ìåíüøå 2s′k.
Ñëó÷àé 1): |σk| > 2|s′k| äëß âñåõ k.
Òîãäà äëß êàæäîãî sk èìååì îöåíêó
1
2




a) Ïóñòü σk = ak4x1 .
Ïîêàæåì, ÷òî êîëè÷åñòâî âõîæäåíèé ñëàãàåìîãî ak4x1 â ôîðìóëå (31) ìîæíî
óìåíüøèòü. Ðàññìîòðèì, íàïðèìåð, íåðàâåíñòâî âèäà rk 6 sk. Íàéäåì òàêîå u,
äëß êîòîðîãî ak4u < rk 6 4ak4u. Òàêîå u ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííî (ñëó÷àè,
êîãäà rk 6 ak, ìîæíî ïåðåáðàòü â êîíå÷íîé äèçúþíêöèè è íå ðàññìàòðèâàòü).
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ak16× 4u = 8ak4u > rk,
òî åñòü íåðàâåíñòâî èñòèííî. Îòñþäà ìîæíî ñäåëàòü âûâîä, ÷òî ôîðìóëà




(∃u)(ak4u < rk 6 4ak4u∧
∧ ¬(∃x2, . . . , xn)(∃y1, . . . , ym ∈ R)
(φ(u, . . . ) ∨ φ(u+ 1, . . . ) ∨ (∃x1)(x1 > u+ 2 ∧ φ′))). (5)
Àíàëîãè÷íî ðàññìàòðèâàåòñß ïðîòèâîïîëîæíîå íåðàâåíñòâî: tk > sk. Ïóñòü





















ak16× 4u = 8ak4u > tk.
Ñëåäîâàòåëüíî, ôîðìóëà




(∃u)(ak4u < tk 6 4ak4u∧
∧ ¬(∃x2, . . . , xn)(∃y1, . . . , ym ∈ R)
(φ(u, . . . ) ∨ φ(u+ 1, . . . ) ∨ (∃x1)(x1 6 u− 1 ∧ φ′))). (6)
Äàëåå â ôîðìóëàõ (5) è (6) íóæíî ðàñïðåäåëèòü êâàíòîðû ñóùåñòâîâàíèß è
çíàêè îòðèöàíèß ïî äèçúþíêöèßì. È â òîì è â äðóãîì ñëó÷àå ïðîèçîéäåò
óìåíüøåíèå êîëè÷åñòâà ñëàãàåìûõ âèäà ak4x1 â êàæäîé èç ôîðìóë, ñòîßùèõ
ïîä çíàêîì îòðèöàíèß. Êîãäà òàêèõ ñëàãàåìûõ íå îñòàíåòñß, êâàíòîð, êàê óæå
áûëî ñêàçàíî ðàíåå, óäàëßåòñß àíàëîãè÷íî àðèôìåòèêå Ïðåñáóðãåðà.
b) Ïóñòü σk = ak4y1 . Êàê è â ïðåäûäóùåì ñëó÷àå, ïîêàæåì, ÷òî âîçìîæíî óìåíü-
øèòü êîëè÷åñòâî ñëàãàåìûõ òàêîãî âèäà. Ðàññìîòðèì íåðàâåíñòâî rk 6 sk. Àíà-
ëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó ïóíêòó ïîëó÷èì, ÷òî ôîðìóëà





(∃u, v)(ak4u < rk 6 4ak4u ∧ v = u+ 1∧
∧ ¬(∃x1, . . . , xn)(∃y2, . . . , ym ∈ R)
(φ(u, . . . ) ∧ u ∈ R ∨ φ(v, . . . ) ∧ v ∈ R ∨ (∃y1 ∈ R)(y1 > u+ 2 ∧ φ′))). (7)
Åñëè ðàñêðûòü âíóòðåííþþ ôîðìóëó, òî ïîëó÷èì ñëåäóþùåå:
(∃u, v)(ak4u < rk 6 4ak4u ∧ v = u+ 1∧
∧ (¬(∃x1, . . . , xn)(∃y2, . . . , ym ∈ R)(φ(u, . . . )) ∨ u /∈ R)∧
∧ (¬(∃x1, . . . , xn)(∃y2, . . . , ym ∈ R)(φ(v, . . . )) ∨ v /∈ R)∧
∧ ¬(∃x1, . . . , xn)(∃y1, . . . , ym ∈ R)(y1 > u+ 2 ∧ φ′)).
Äàëåå îñòàåòñß òîëüêî ïðèâåñòè âíóòðåííþþ ÷àñòü ê äèçúþíêòèâíîé íîðìàëü-
íîé ôîðìå, ðàñïðåäåëèòü âíåøíèå êâàíòîðû ñóùåñòâîâàíèß ïî äèçúþíêöèè è
óäàëèòü ôîðìóëû òèïà u /∈ R, ïîëüçóßñü ëåììîé 1.
Ñëó÷àé ñ íåðàâåíñòâîì tk > sk àáñîëþòíî àíàëîãè÷åí.
c) Ïóñòü σk = aky1. Â ýòîì ñëó÷àå ôîðìóëà (31) áóäåò ýêâèâàëåíòíà
(∃a1, b1, g1, d1, e1, . . . , am, bm, cm, dm, em ∈ R)(
a1a1 < r1 6 a14a1 ∧ b1 = 4a1 ∧ g1 = 4b1∧
∧ a1d1 < t1 6 a14d1 ∧ e1 = 4d1 ∧ · · ·
· · · ∧ amam < rm 6 am4am ∧ bm = 4am ∧ gm = 4bm∧
∧ amdm < tm 6 am4dm ∧ em = 4dm∧







çà èñêëþ÷åíèåì êîíå÷íîãî ÷èñëà ñëó÷àåâ, êîòîðûå áóäóò óêàçàíû íèæå. Åñëè
êàêèå-òî âåðõíèå îãðàíè÷åíèß îòñóòñòâóþò, òî è ñîîòâåòñòâóþùèõ ïåðåìåííûõ
d, e íå áóäåò. Åñëè îòñóòñòâóþò íèæíèå îãðàíè÷åíèß, òî íå áóäåò ïåðåìåííûõ
a è b, à g áóäåò îïðåäåëßòüñß ðàâåíñòâîì 4g = d.
Â ñàìîì äåëå, ïðè y1 < ak äëß ëþáîãî k ïîëó÷àåì, ÷òî aky1 6 ak log4 ak, òàê







ak log4 ak 6 akak < rk.







× ak4ek > tk.
Åñëè æå ôîðìóëà âûïîëíßåòñß äëß êàêîãî-òî y1, ëåæàùåãî ìåæäó gk è dk äëß
âñåõ k, òî ïóñòü gp  ìàêñèìàëüíîå èç âñåõ gk, à dq  ìèíèìàëüíîå èç âñåõ dk.
Òîãäà 4gp < dq, è ìû ïîëó÷èì ïðè y1 = gp






akgp 6 sk 6
3
2
akgp 6 akdq 6 akdk 6 tk.
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Òàêèì îáðàçîì, íàõîæäåíèå y1 äåéñòâèòåëüíî ìîæíî ñâåñòè ê ðàññìîòðåíèþ
óêàçàííûõ ñëó÷àåâ.
Ñëó÷àé 2): |σk| < 2|s′k| äëß íåêîòîðîãî k.
Ïóñòü τ0  âòîðîå ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå ñëàãàåìîå â sk (áåç êîýôôèöèåíòà ïå-
ðåä íèì), à ñàìî ñëàãàåìîå èìååò âèä bkτ0. Åñëè ìàêñèìàëüíûõ ñëàãàåìûõ íåñêîëü-
êî, òî â êà÷åñòâå τ0 áåðåì äðóãîå ìàêñèìàëüíîå. Òîãäà áóäåì èìåòü
τk 6 σk < cτk,
ãäå c  óäâîåííàß ñóììà ìîäóëåé âñåõ êîýôôèöèåíòîâ èç s′k, òî åñòü íåêîòîðàß
êîíñòàíòà. Êàê è äëß σ0, äëß τ0 ñóùåñòâóþò òðè âîçìîæíîñòè: τ0 = 4xi , τ0 = yi
èëè τ0 = 4yi . Òîãäà ïîëó÷èì




Äàëåå ðàññìîòðåíèå àíàëîãè÷íî ñëó÷àßì äëß íåðàâåíñòâà (4).
Ñïåöèàëüíî îòìåòèì îäíî ñóùåñòâåííîå äëß íàñ ñâîéñòâî ôîðìóë, êîòîðûå
ïîëó÷àþòñß â õîäå äîáàâëåíèß íîâûõ êâàíòîðîâ.
Ñëåäñòâèå 2. Åñëè â èñõîäíîé ôîðìóëå âñå êâàíòîðû îãðàíè÷åíû íåêîòîðîé êîí-
ñòàíòîé h ∈ R, òî âî âíîâü ïîñòðîåííîé ôîðìóëå âñå êâàíòîðû òîæå ìîæíî
ñ÷èòàòü îãðàíè÷åííûìè ýòîé æå êîíñòàíòîé.
Äîêàçàòåëüñòâî. Íîâûå êâàíòîðû ïîßâëßþòñß â ôîðìóëàõ (5), (6), (7), (8).
Ðàññìîòðèì ñëó÷àé (5), êîãäà σk = ak4x1 .
Ïóñòü êâàíòîð èìåë âèä (∃x1 6 h). Ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèß ïîëó÷èì:
(∃u)(ak4u < rk 6 4ak4u∧
∧ ¬(∃x2, . . . , xn)(∃y1, . . . , ym ∈ R)
(φ(u, . . . ) ∧ u 6 h ∨ φ(u+ 1, . . . ) ∧ u+ 1 6 h∨
∨ (∃x1)(u+ 2 6 x1 6 h ∧ φ′))).
Íàïîìíèì åùå ðàç, ÷òî ïåðåìåííàß u ìîæåò ïðèíèìàòü åäèíñòâåííî âîçìîæíîå
çíà÷åíèå. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî rk > ak4h+1. Òîãäà áóäåì èìåòü
4ak4u > rk > ak4h+1.
Òî åñòü ak4u+1 > ak4h+1 è u > h. Â ýòîì ñëó÷àå íåðàâåíñòâà âî âíóòðåííåé ôîðìó-
ëå âñåãäà ëîæíû, à âñß ôîðìóëà, ñîîòâåòñòâåííî, èñòèííà. Åñëè æå rk 6 ak4h+1,
òî
ak4u < rk 6 ak4h+1,
îòñþäà ïîëó÷àåì 4u < 4h+1 è u 6 h. Òàêèì îáðàçîì, ýòà ôîðìóëà ýêâèâàëåíòíà
rk > 4a4h ∨ (∃u 6 h)(ak4u < rk 6 4ak4u∧
∧ ¬(∃x2, . . . , xn)(∃y1, . . . , ym ∈ R)
(φ(u, . . . ) ∧ u 6 h ∨ φ(u+ 1, . . . ) ∧ u+ 1 6 h∨
∨ (∃x1 6 h)(u+ 2 6 x1 ∧ φ′))).
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Äëß ôîðìóëû (6) àíàëîãè÷íî ïîëó÷èì ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèß:
(∃u)(ak4u < tk 6 4ak4u∧
∧ ¬(∃x2, . . . , xn)(∃y1, . . . , ym ∈ R)
(φ(u, . . . ) ∧ u 6 h ∨ φ(u+ 1, . . . ) ∧ u+ 1 6 h∨
∨ (∃x1)(x1 6 u− 1 ∧ x1 6 h ∧ φ′))).
Ïðè tk > ak4h+1 áóäåì èìåòü u > h, â ýòîì ñëó÷àå ôîðìóëà áóäåò ýêâèâàëåíòíà
¬(∃x2, . . . , xn)(∃y1, . . . , ym ∈ R)(∃x1 6 h)φ′.
Îêîí÷àòåëüíî, ïîëó÷èì
tk > 4a4h ∧ ¬(∃x2, . . . , xn)(∃y1, . . . , ym ∈ R)(∃x1 6 h)φ′∨
∨ (∃u 6 h)(ak4u < tk 6 4ak4u∧
∧ ¬(∃x2, . . . , xn)(∃y1, . . . , ym ∈ R)
(φ(u, . . . ) ∧ u 6 h ∨ φ(u+ 1, . . . ) ∧ u+ 1 6 h∨
∨ (∃x1 6 h)(x1 6 u− 1 ∧ φ′))).
Äëß ôîðìóëû (7) òåõíèêà àíàëîãè÷íà. Íóæíî òîëüêî çàìåòèòü, ÷òî â ëåììå 1
â ñëó÷àå îãðàíè÷åííîãî h êâàíòîðà íîâûé êâàíòîð òîæå áóäåò îãðàíè÷åí ýòîé æå
êîíñòàíòîé.
Äëß ñëó÷àß (8) òîæå èñïîëüçóåòñß òåõíèêà îãðàíè÷åíèß âñåõ âíîâü ïîßâèâøèõ-
ñß êâàíòîðîâ. Ðàññìîòðèì, íàïðèìåð, â (8) êâàíòîðû ïî ïåðåìåííûì a1, b1 è g1.
Ñíîâà íàïîìíèì, ÷òî a1, b1, g1 ∈ R, a1 íàõîäèòñß èç íåðàâåíñòâà
a1a1 < r1 6 a14a1 ,
è âûïîëíßåòñß 4a1 = b1, 4b1 = g1. Ïðè r1 > a14h ïîëó÷èì
a14a1 > r1 > a14h,
òî åñòü a1 > h. Òîãäà ñëó÷àé y1 = a1 ìîæíî èñêëþ÷èòü èç äèçúþíêöèè. Â ïðîòèâ-
íîì ñëó÷àå, ïðè r1 6 a14h, áóäåì èìåòü
a1a1 < r1 6 a14h
è, ñëåäîâàòåëüíî, a1 6 h. Îãðàíè÷èâ êâàíòîð ïî a1 òî÷íî òàê æå îãðàíè÷èâàåì
êâàíòîð ïî b1, âûäåëßß ñëó÷àé, êîãäà r1 > a1h, è ïî g1, ðàññìàòðèâàß ñèòóàöèþ
r1 > a1 log4 h. Çàìåòèì òîëüêî, ÷òî ïîñêîëüêó h ßâëßåòñß êîíñòàíòîé, òî è log4 h 
òîæå êîíñòàíòà.
5. Íà÷àëüíûå ôðàãìåíòû ñèñòåìû LR. Òåïåðü, êîãäà ìû ðàññìîòðåëè ñè-
ñòåìó LR = (ω, 0, 1,6,+, 4x, R), ìû ïðèñòóïèì ê èçó÷åíèþ íà÷àëüíûõ ôðàãìåíòîâ
ýòîé ñèñòåìû, êîòîðûå áóäóò ñîñòîßíèßìè áàçû äàííûõ. Ãëàâíûé ðåçóëüòàò ýòîé
÷àñòè  åñëè íà÷àëüíûé ôðàãìåíò ýòîé ñèñòåìû îãðàíè÷åí íåêîòîðûì ÷èñëîì
h ∈ R, òî êàæäàß ôîðìóëà íà ýòîì ôðàãìåíòå ýêâèâàëåíòíà áóëåâîé êîìáèíàöèè
ëèíåéíûõ íåðàâåíñòâ äëß h.
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Èòàê, ìû âûßñíèëè, ÷òî â òåîðèè ñèñòåìû LR = (ω, 0, 1,6,+, 4x, R) ñèãíàòóðû
ΣAR êàæäàß ôîðìóëà ìîæåò áûòü ïðåîáðàçîâàíà â ýêçèñòåíöèàëüíóþ, ïðè÷åì åå
ìàòðèöà ñîäåðæèò ïðåäèêàòû äåëèìîñòè è ñðàâíåíèß ñóìì âèäà (1).
Îáîãàòèì ñèãíàòóðó ΣAR êîíñòàíòîé h è îáîçíà÷èì ïîëó÷åííóþ ñèãíàòóðó Ωh:
Ωh = (0, 1,6,+, 4x, R, h).
Ðàññìîòðèì àëãåáðàè÷åñêóþ ñèñòåìó ñèãíàòóðû Ωh:
Dh = ([0; h], 0h, 1h,6h,+h, 4xh, Rh, hh) 
íà÷àëüíûé ôðàãìåíò ñèñòåìû LR, îãðàíè÷åííûé ÷èñëîì h ∈ R. Îòíîøåíèß 6h è
Rh  îáû÷íûå îãðàíè÷åíèß îòíîøåíèé 6 è R íà ìíîæåñòâî [0; h]. Îòíîøåíèå +h
áóäåò îãðàíè÷åíèåì ñ íàñûùåíèåì îáû÷íîãî ñëîæåíèß, òî åñòü a+h b = a+ b, åñëè
a+ b < h, èíà÷å  a+h b = h. Àíàëîãè÷íî îãðàíè÷èâàåòñß ýêñïîíåíòà.
Ëåììà 2. Äëß êàæäîé ôîðìóëû φ ñèãíàòóðû Ωh ìîæíî ïîñòðîèòü ôîðìóëó
ψ(h, h1) ñèãíàòóðû ΣAR òàêóþ, ÷òî
Dh |= φ ⇐⇒ LR |= ψ(h, h1).
Çäåñü h1  ýëåìåíò R, íåïîñðåäñòâåííî ïðåäøåñòâóþùèé h. Áîëåå òîãî, ìîæíî
ñ÷èòàòü, ÷òî âñå êâàíòîðû ôîðìóëû ψ îãðàíè÷åíû êîíñòàíòîé h, è çíà÷åíèå
êàæäîãî âñòðå÷àþùåãîñß â íåé òåðìà ïðåâîñõîäèò h íå áîëåå ÷åì â äâà ðàçà.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåæäå âñåãî, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî êàæäàß àòîìíàß ïîäôîðìóëà
φ ßâëßåòñß àòîìàðíîé, òî åñòü èìååò îäèí èç âèäîâ:
• u+ v = w;
• 4u = w;
• u 6 v;
• R(u);
• u = 0;
• u = 1;
• u = h.
Çäåñü u, v, w  ïåðåìåííûå. Äàëåå, îòìåòèì, ÷òî â ôîðìóëå φ âñå êâàíòîðû ìîæíî
ñ÷èòàòü îãðàíè÷åííûìè h, òàê êàê ýòî  íàèáîëüøèé â Dh ýëåìåíò. Ïîñëå ýòîãî
ôîðìóëà ψ ïîëó÷àåòñß çàìåíîé ïîäôîðìóë ïåðâûõ äâóõ âèäîâ íà
(u+ v 6 h ∧ u+ v = w) ∨ (u+ v > h ∧ w = h)
è
(u 6 h1 ∧ 4u = w) ∨ (u > h1 ∧ w = h)
ñîîòâåòñòâåííî. Åäèíñòâåííûé òåðì, êîòîðûé ìîæåò ïðåâîñõîäèòü h,  ýòî u+ v,
íî òàê êàê êàæäàß èç ïåðåìåííûõ íå áîëüøå h, òî èõ ñóììà ïðåâîñõîäèò h íå áîëåå
÷åì â äâà ðàçà.
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Ñîãëàñíî òåîðåìå 2 è åå ñëåäñòâèþ ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ôîðìóëà ψ(h, h1) ýêçè-
ñòåíöèàëüíà. Îòìåòèì òîëüêî, ÷òî êîíñòàíòà log4 h, êîòîðàß âîçíèêëà ïðè äîêà-
çàòåëüñòâå ñëåäñòâèß 2, ðàâíà h1.
Ëåììà 3. Ôîðìóëà ψ(h, h1) ýêâèâàëåíòíà áåñêâàíòîðíîé ôîðìóëå ñ êîíñòàíòà-
ìè h0 = h > h1 > · · · > hl, ãäå h1, . . . , hl  ýëåìåíòû Rh, íåïîñðåäñòâåííî ïðåä-
øåñòâóþùèå h, à òàêæå h−1 < h−2 < · · · < h−l, ãäå h−1, . . . , h−l  ýëåìåíòû
Rh, íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóþùèå çà h. Êðîìå òîãî, ýòà áåñêâàíòîðíàß ôîðìóëà
ñîäåðæèò òîëüêî ëèíåéíûå íåðàâåíñòâà è ïðåäèêàòû äåëèìîñòè.
Äîêàçàòåëüñòâî. Äëß ýòîãî äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî â ñëó÷àå 1) â äîêàçàòåëüñòâå
òåîðåìû 2 ìîæíî èçáåæàòü ïîßâëåíèß íîâûõ êâàíòîðîâ.
Çàìåòèì, ÷òî òåðìû rk è tk èìåþò âèä∑
j
ejkhj + fk.
Ñíîâà ðàññìîòðèì ïîëó÷àþùèåñß ôîðìóëû (5), (6), (7), (8). Â ôîðìóëå
(∃u)(ak4u < rk 6 4ak4u ∧ · · · )



















Ïóñòü j0  èíäåêñ íàèáîëüøåãî èç hj , ïðèñóòñòâóþùèõ â ýòîé ôîðìóëå ñ íåíóëå-


























ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ h. Êîíêðåòíûé âèä îïðåäåëßåòñß çíàêîì êîýôôèöèåíòà
ïðè ñëåäóþùåì ïî ïîðßäêó hj . Ïîñëåäíèå æå âûðàæåíèß ðàâíû hj0+1 + d äëß
íåêîòîðûõ êîíñòàíò d. Äëß ìàëåíüêèõ h ìû ìîæåì ßâíî âûïèñàòü äèçúþíêöèþ
âîçìîæíûõ çíà÷åíèé. Òàêèì îáðàçîì, ïåðåìåííàß u áóäåò èìåòü èëè êîíêðåòíîå
÷èñëîâîå çíà÷åíèå, èëè áóäåò ðàâíà hj0 + d äëß íåêîòîðûõ j0 è d.
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Òåïåðü ðàññìîòðèì äðóãîé ñëó÷àé: ôîðìóëó (8). Çàìåòèì, ÷òî â ôîðìóëå (8) èç
ïßòåðêè ïåðåìåííûõ ai, bi, gi, di, ei ∈ R òîëüêî äâå íåçàâèñèìûõ: ai è di, îñòàëüíûå
âûðàæàþòñß ÷åðåç íèõ:
bi = 4ai , gi = 4bi , ei = 4di .
Ïîýòîìó ìû ïðîäåìîíñòðèðóåì òîëüêî, êàê óáðàòü êâàíòîðû äëß ai è di. Êàê è â
ïðåäûäóùåì ñëó÷àå â ôîðìóëå
(∃ai ∈ R)(aiai < ri 6 ai4ai ∧ · · · )
ai ìîæåò ïðèíèìàòü åäèíñòâåííî âîçìîæíîå çíà÷åíèå, à èìåííî ai ðàâíî íàèáîëü-












Ñíîâà ïóñòü j0  èíäåêñ íàèáîëüøåãî èç hj , ïðèñóòñòâóþùèõ â ýòîé ôîðìóëå.
Òîãäà, åñëè h äîñòàòî÷íî âåëèêî, ïðè ej0iai > 1 ïåðåìåííàß ai ìîæåò áûòü ðàâíà
òîëüêî hj0 , ïðè
ej0i
ai
< 1 îíà ðàâíà hj0+1, à ïðè
ej0i
ai
= 1 âñå îïðåäåëßåòñß çíàêîì
ìåíüøèõ ïî ïîðßäêó ñëàãàåìûõ. Ïðè ìàëûõ h ìû ñíîâà áóäåì èìåòü êîíå÷íóþ
äèçúþíêöèþ âîçìîæíûõ ñëó÷àåâ. Àíàëîãè÷íî ïðîèñõîäèò óäàëåíèå êâàíòîðà äëß
ïåðåìåííûõ di.
Òàê êàê çíà÷åíèå ai è di íå ïðåâîñõîäèò hj0 , òî íàèáîëüøåå âîçìîæíîå çíà÷åíèå
bi è ei áóäåò ðàâíî hj0−1, à ïåðåìåííûõ gi, ñîîòâåòñòâåííî, hj0−2.
Òåîðåìà 3. Çíà÷åíèå ëþáîé ôîðìóëû ñèãíàòóðû Ωh íà êîíå÷íîé àëãåáðàè÷åñêîé
ñèñòåìå âèäà Dh ýêâèâàëåíòíî áóëåâîé êîìáèíàöèè ëèíåéíûõ íåðàâåíñòâ äëß h.
Äîêàçàòåëüñòâî. Èç ëåììû 3 ñëåäóåò, ÷òî ôîðìóëà ψ(h, h1) ýêâèâàëåíòíà áóëåâîé
êîìáèíàöèè ëèíåéíûõ íåðàâåíñòâ äëß h−l, . . . , h−1, h0 = h, h1, . . . , hl è ïðåäèêàòîâ
äåëèìîñòè îò íèõ. Íî, ñîãëàñíî òåîðåìå 1, ïðåäèêàòû äåëèìîñòè îò hi òîæå ñâî-
äßòñß ê íåêîòîðûì ëèíåéíûì íåðàâåíñòâàì.
À òàê êàê êàæäàß èç êîíñòàíò ýêñïîíåíöèàëüíî ïðåâîñõîäèò áëèæàéøóþ, òî
ëþáîå ëèíåéíîå íåðàâåíñòâî ñ h−l, . . . , h−1, h0 = h, h1, . . . , hl ñâîäèòñß ê ëèíåéíûì
íåðàâåíñòâàì äëß h−l, à îíè, â ñâîþ î÷åðåäü,  ê íåðàâåíñòâàì äëß h.
Ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñîñòîßíèß áàç äàííûõ ñèãíàòóðû Ωh.
Ëåììà 4. Óòâåðæäåíèå ¾ñîñòîßíèå áàçû äàííûõ ßâëßåòñß îäíîé èç àëãåáðàè-
÷åñêèõ ñèñòåì âèäà Dh¿ ìîæíî âûðàçèòü ôîðìóëîé ïåðâîãî ïîðßäêà ñèãíàòóðû
Ωh.
Äîêàçàòåëüñòâî. Íóæíî çàïèñàòü êîíúþíêöèþ ôîðìóë, êîòîðûå óòâåðæäàþò ñëå-
äóþùåå:
• 6h  ëèíåéíûé ïîðßäîê;
• 0h  ìèíèìàëüíûé, 1h  âòîðîé ïî ïîðßäêó, à hh  ìàêñèìàëüíûé ýëåìåíòû;
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• +h  äâóõìåñòíàß ôóíêöèß, è äëß ëþáûõ x è y âûïîëíåíî
x+h 0 = x ∧ x+h s(y) = s(x+h y),
ãäå s(u)  ñëåäóþùèé çà u ïî ïîðßäêó ýëåìåíò èëè hh, åñëè u = hh;










• åñëè x è y  äâà ïîäðßä èäóùèõ ýëåìåíòà Rh, òî 4xh = y;
• 0h ∈ Rh è hh ∈ Rh;





h +h z <h hh.
Ïîñëåäíåå íåîáõîäèìî äëß òîãî, ÷òîáû ãàðàíòèðîâàòü, ÷òî hh ∈ R.
Â äàëüíåéøåì ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî ñîñòîßíèß áàç äàííûõ âèäà Dh.
Ñâîéñòâî, êîòîðîå ìû áóäåì ïûòàòüñß âûðàçèòü ôîðìóëàìè, áóäåò ñëåäóþùèì:
¾Ñîñòîßíèå áàçû äàííûõ ßâëßåòñß îäíîé èç ñè-
ñòåì âèäà Dh, ïîðßäêè 6h è 6 ñîãëàñîâàíû, è
êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ ïðåäèêàòà Rh ÷åòíî.¿
(9)
Çäåñü 6  ïîðßäîê óíèâåðñóìà. Î÷åâèäíî, ÷òî åñëè êàêàß-òî ôîðìóëà âûðàæàåò
óêàçàííîå ñâîéñòâî, òî îíà ßâëßåòñß <-èíâàðèàíòíîé, òàê êàê ñâîéñòâî ñâîéñòâî
(9) íå ìåíßåòñß ïðè ñîõðàíßþùèõ ïîðßäîê 6 èçîìîðôèçìàõ ñîñòîßíèß âíóòðè
óíèâåðñóìà.
Èç ëåììû 4 ñëåäóåò, ÷òî ïåðâûå äâà óòâåðæäåíèß â ñâîéñòâå (9) ñ ïîìîùüþ
ôîðìóë ïåðâîãî ïîðßäêà ñèãíàòóðû (Ωh,6) çàïèñàòü ìîæíî. Ïîêàæåì, ÷òî ïðè
ýòèõ óñëîâèßõ ïîñëåäíåå óòâåðæäåíèå â (9) ñ ïîìîùüþ ôîðìóë ñèãíàòóðû (Ωh,6)
íåâûðàçèìî.
Òåîðåìà 4. Ñâîéñòâî (9) íåëüçß âûðàçèòü ôîðìóëàìè ïåðâîãî ïîðßäêà ñèãíà-
òóðû (Ωh,6) íè â êàêîì óíèâåðñóìå.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé óíèâåðñóì A ñ ïîðßäêîì 6. Ðàññìîò-
ðèì êàêîé-íèáóäü ýëåìåíòàðíî ýêâèâàëåíòíûé A óíèâåðñóì B, â êîòîðîì åñòü
íåðàçëè÷èìàß ïîñëåäîâàòåëüíîñòü I, óïîðßäî÷åííàß ïî òèïó ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë.
Ïóñòü φ  ïðîèçâîëüíàß <-èíâàðèàíòíàß ôîðìóëà ñèãíàòóðû (Ωh,6). Ðàññìîò-
ðèì ñîñòîßíèå áàçû äàííûõ Dh íàä ìíîæåñòâîì I â ñèñòåìå B. Òàê êàê ëþáàß
ïîðßäêîâàß ôîðìóëà òðèâèàëüíî ßâëßåòñß ñâîäèìîé, à ïîðßäêè 6 è 6h ñîãëàñîâà-
íû, òî èç ðàáîòû [5] ñëåäóåò, ÷òî ìîæíî ïîñòðîèòü ýêâèâàëåíòíóþ φ íà êîíå÷íûõ
ñîñòîßíèßõ àêòèâíóþ ôîðìóëó ψ ñèãíàòóðû Ωh. Â àêòèâíîé ôîðìóëå ïîðßäêè 6
è 6h ýêâèâàëåíòíû, ïîýòîìó ïîðßäîê óíèâåðñóìà 6 ìîæíî èñêëþ÷èòü. Îñòàíåòñß
ôîðìóëà ñèãíàòóðû Ωh. Ñëåäîâàòåëüíî, ïî òåîðåìå 3, ôîðìóëà ψ íà ñîñòîßíèßõ
Dh ýêâèâàëåíòíà áóëåâîé êîìáèíàöèè ëèíåéíûõ íåðàâåíñòâ äëß h. À ïîìîùüþ ëè-
íåéíûõ íåðàâåíñòâ äëß h ÷åòíîñòü êîëè÷åñòâà ýëåìåíòîâ Rh çàïèñàòü, î÷åâèäíî,
íåëüçß.
Èòàê, ìû ïîêàçàëè, ÷òî ñâîéñòâî (9) íåëüçß çàïèñàòü â âèäå ôîðìóëû <-
îãðàíè÷åííîé ñèãíàòóðû (Ωh,6).
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6. Ñîñòîßíèß Dh íàä ñèñòåìîé L<−. Òåïåðü ïîêàæåì, ÷òî ïðè èñïîëüçîâà-
íèè îòíîøåíèé àâòîìàòíîé ñèñòåìû L<− ñâîéñòâî (9) ìîæåò áûòü çàïèñàíî â âèäå
ðàñøèðåííîé ôîðìóëû. Ñîãëàñíî ëåììå 4, íóæíî òîëüêî ïîêàçàòü, êàê îïðåäåëèòü
÷åòíîñòü Rh.
Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ñîñòîßíèå Dh âëîæåíî â ñèñòåìó L<−. Ñ÷èòàåì, ÷òî ïîðßäêè
â ñèñòåìàõ ñîãëàñîâàíû.
Íàïîìíèì, ÷òî â ñèñòåìå L<− êàæäûé ýëåìåíò ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñß êàê êî-
íå÷íîå ìíîæåñòâî ëèíåéíî óïîðßäî÷åííûõ àòîìîâ, ïîýòîìó äëß ëþáîãî ýëåìåíòà
xh <h hh ñîñòîßíèß Dh ìîæíî îïðåäåëèòü àòîì
f(xh) = max((xh +h 1h)Oxh).
Ñ ïîìîùüþ O îáîçíà÷åíà ñèììåòðè÷åñêàß ðàçíîñòü. Çäåñü è â äàëüíåéøåì, ÷òîáû
îòëè÷àòü ýëåìåíòû ñîñòîßíèß Dh, ìû âñåãäà áóäåì äîáàâëßòü ê íèì èíäåêñ h,
íå óïîìèíàß îá ýòîì ñïåöèàëüíî. Ñîîòâåòñòâåííî, áóêâû áåç èíäåêñà îáîçíà÷àþò
ïðîèçâîëüíûå ýëåìåíòû ñèñòåìû L<−.
Ôóíêöèß f(xh) îïðåäåëèìà â ñîñòîßíèè Dh íàä L<−, ïîýòîìó ìû áóäåì åå èñ-
ïîëüçîâàòü.
Ëåììà 5. Äëß ëþáîãî ýëåìåíòà xh ∈ Rh, 1h < xh < h ñóùåñòâóåò yh òàêîé,
÷òî
• xh < yh 6 4xhh ;
• f(yh) íå ðàâíßåòñß íèêàêîìó f(zh) äëß zh 6 xh.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ýòî íå òàê è äëß íåêîòîðîãî xh ∈ Rh óòâåð-
æäåíèå íå âûïîëíåíî. Ïóñòü
X = {f(zh) : zh 6 xh}.
Òîãäà äëß êàæäîãî yh ∈ (xh, 4xhh ] èìååì f(yh) ∈ X. Çàìåòèì, ÷òî ïðè ïåðåõîäå îò
yh ê yh+h 1h äâîè÷íûé ðàçðßä f(yh) âñåãäà ìåíßåòñß ñ 0 íà 1. Ýòî òàê, ïîòîìó ÷òî
ïîðßäîê ñîñòîßíèß ñîâïàäàåò ñ ïîðßäêîì àâòîìàòíîé ñèñòåìû.
Òàê êàê yh ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñß êàê ìíîæåñòâî àòîìîâ, òî îïðåäåëèì
Xyh = X ∩ yh.
Ñóùåñòâóåò íå áîëåå 2|X| ðàçëè÷íûõ ìíîæåñòâ Xyh . À òàê êàê |X| 6 xh + 1, òî
ñóùåñòâóåò íå áîëåå 2xh+1 ðàçëè÷íûõ ìíîæåñòâXyh . Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ðàçëè÷íûõ
yh â ïðîìåæóòêå (xh, 4xhh ] ñóùåñòâóåò 4xh − xh. Ïðè xh > 1h èìååì
4xh − xh > 2xh+1,
ïîýòîìó â ïðîìåæóòêå (xh, 4xhh ] ñóùåñòâóþò äâà ðàçëè÷íûõ y′h è y′′h , äëß êîòîðûõ




h , òîãäà ñóùåñòâóåò àòîì a <− y′′h \ y′h. Áåç îãðàíè÷åíèß
îáùíîñòè ñ÷èòàåì, ÷òî a  íàèáîëüøèé èç òàêèõ àòîìîâ, òîãäà äëß ëþáûõ äâóõ
uh, vh ∈ [y′h; y′′h ] âûïîëíßåòñß
(∀a′ > a)(a′ <− uh ↔ a′ <− vh). (10)
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Î÷åâèäíî, ÷òî a 6∈ X, òàê êàê y′h ∩X = y′′h ∩X. Ïóñòü
y∗h = max{yh ∈ [y′h, y′′h ] : a 6<− yh}.
Òàê êàê a <− y′′h , òî y∗h < y′′h . Ïîñêîëüêó y∗h+h 1h óæå ñîäåðæèò àòîì a, òî f(y∗h) = a
èç-çà ñîîòíîøåíèß (10). Íî ýòî ïðîòèâîðå÷èò a 6∈ X.
Ëåììà 6. Ñóùåñòâóåò ðàñøèðåííàß ôîðìóëà, êîòîðàß äëß êàæäîãî xh âûäåëß-
åò â òî÷íîñòè îäèí àòîì f(yh) èç ëåììû 5.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ôîðìóëà
xh < yh 6 4xhh ∧ (∀zh)(zh 6 xh → f(zh) 6= f(yh))
âûäåëßåò âñå òàêèå àòîìû f(yh). Ïîñëå ýòîãî èç íèõ äîñòàòî÷íî âçßòü, íàïðèìåð,
ìèíèìàëüíûé, ÷òî ëåãêî çàïèñûâàåòñß ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû.
Òåîðåìà 5. Ñâîéñòâî (9) ìîæåò áûòü çàïèñàíî â ñèñòåìå L<− â âèäå ðàñøè-
ðåííîé ôîðìóëû.
Äîêàçàòåëüñòâî. Çàïèñûâàåì ôîðìóëó èç ëåììû 4 è ôîðìóëó, îçíà÷àþùóþ ñî-
ãëàñîâàííîñòü ïîðßäêîâ 6h ñîñòîßíèß è 6 óíèâåðñóìà.
Äàëåå, äëß êàæäîãî xh  ïðîèçâîëüíîãî ýëåìåíòà Rh (êðîìå 0h, 1h è hh) ôîðìó-
ëà èç ëåììû 6 âûäåëßåò óíèêàëüíûé àòîì f(yh). À òî, ÷òî êîëè÷åñòâî ýòèõ àòîìîâ
íå÷åòíî, çàïèñàòü, î÷åâèäíî, ëåãêî: íóæíî âçßòü ìíîæåñòâî àòîìîâ, ñîäåðæàùåå
èõ ÷åðåç îäèí è ïîñìîòðåòü, ÷òî â ýòî ìíîæåñòâî ìàêñèìàëüíûé è ìèíèìàëüíûé
àòîìû ïîïàäóò (èëè íå ïîïàäóò) îäíîâðåìåííî.
Òàêèì îáðàçîì, íàìè äîêàçàíû ñëåäóþùèå òåîðåìû:
Òåîðåìà 6. Â àâòîìàòíîé ñèñòåìå L<− êîëëàïñà ê ïîðßäêó íåò.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ñëåäóåò èç òåîðåì 4 è 5.
Òåîðåìà 7. Ñóùåñòâóþò äèñêðåòíî óïîðßäî÷åííûå óíèâåðñóìû ñ ðàçðåøèìîé
òåîðèåé, êîòîðûå óâåëè÷èâàþò âûðàçèòåëüíóþ ñèëó ßçûêà ëîãèêè ïðåäèêàòîâ
ñ ïîðßäêîì. Áîëåå òîãî, òàêèå óíèâåðñóìû åñòü ñðåäè îáîãàùåíèé àðèôìåòèêè
Ïðåñáóðãåðà.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ñëåäóåò èç òåîðåìû 6 è ðàáîòû [13].
Ðåçóëüòàò, äîêàçàííûé íàìè äëß ñèñòåìû L<−, ìîæåò áûòü îáîáùåí íà áîëåå
øèðîêèé êðóã òåîðèé.
Òåîðåìà 8. Ïóñòü â òåîðèè T ñèãíàòóðû Σ ëèíåéíûé ïîðßäîê ßâëßåòñß äèñ-
êðåòíûì è ïîëíûì è èìåþòñß äâå ôîðìóëû φ(x¯, y¯) è ψ(x¯, z¯), êîòîðûå îáëàäàþò
ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè.
1. Äëèíà íàáîðà x¯ â îáåèõ ôîðìóëàõ îäèíàêîâà.
2. Ñóùåñòâóåò îïðåäåëèìîå â òåîðèè T ìíîæåñòâî H, è äëß ëþáûõ y¯1 6= y¯2
ñóùåñòâóåò x¯ ∈ H, äëß êîòîðîãî
φ(x¯, y¯1) 6≡ φ(x¯, y¯2).
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3. Äëß ëþáîãî êîíå÷íîãî K ⊆ H è ëþáîãî L ⊆ K ñóùåñòâóåò z¯KL, äëß êîòî-
ðîãî
(∀x¯ ∈ K)(x¯ ∈ L↔ ψ(x¯, z¯KL)).
Òîãäà òåîðèß T íå îáëàäàåò ñâîéñòâîì êîëëàïñà ê ïîðßäêó.
Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî ßâëßåòñß ïîâòîðåíèåì äîêàçàòåëüñòâà äëß òåî-
ðèè ñèñòåìû L<−. Ãëàâíîå îòëè÷èå: òåïåðü ýëåìåíòû ñîñòîßíèß áàçû äàííûõ Dh
áóäóò êîäèðîâàòüñß â óíèâåðñóìå íå îòäåëüíûìè åãî ýëåìåíòàìè, à èõ íàáîðàìè
äëèíû |y¯|.
Ðîëü àòîìîâ áóäóò âûïîëíßòü ýëåìåíòû ìíîæåñòâà H. Áëàãîäàðß ñâîéñòâó 2
è ïîëíîìó óïîðßäî÷åíèþ, ìû äëß êàæäîãî ýëåìåíòà ñîñòîßíèß áàçû äàííûõ ñìî-
æåì âûäåëèòü óíèêàëüíûé àòîì, à áëàãîäàðß ñâîéñòâó 3  îïðåäåëèòü ÷åòíîñòü
âûäåëåííîãî ìíîæåñòâà àòîìîâ.
7. Îáîáùåíèß òåîðèè T<−. Òåïåðü ðàññìîòðèì îáîáùåíèå ñèñòåìû L<−. Â
ñèñòåìå L<− àòîìû îáðàçóþò ìíîæåñòâî
U = {2i : i ∈ ω}.
Åñëè ìû âîçüìåì ëþáîå áåñêîíå÷íîå ïîäìíîæåñòâî U∗ ⊆ U , òî ìîæåì îïðåäåëèòü
îòíîøåíèå <−∗:
x <−∗ y ⇐⇒ x <− y ∧ x ∈ U∗.
Åñëè ñóùåñòâóåò êîíñòàíòà n òàêàß, ÷òî äëß ëþáûõ a1, a2, . . . , an  ïîäðßä èäóùèõ
àòîìîâ U , õîòß áû îäèí èç íèõ âõîäèò â U∗, òî òàêîå ìíîæåñòâî àòîìîâ U∗ è
ñîîòâåòñòâóþùåå åìó îòíîøåíèå <−∗ íàçîâåì ïëîòíûìè, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå 
ðåäêèìè.
Òåîðåìà 9. Åñëè îòíîøåíèå <−∗ ïëîòíî, òî â ñèñòåìå (ω, 0, 1,6,+,<−∗) êîëëàïñà
ê ïîðßäêó íåò.
Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî îòíîøåíèå <− â ýòîì ñëó÷àå âûðàæà-
åòñß ÷åðåç <−∗. Â ñàìîì äåëå,
x <− y ⇐⇒ (x <−∗ y) ∨ (2x <−∗ 2y) ∨ (4x <−∗ 4y) ∨ · · · ∨ (2nx <−∗ 2ny).
Òåîðåìà 10. Åñëè îòíîøåíèå <−∗ ßâëßåòñß ðåäêèì, òî ñèñòåìà
(ω, 0, 1,6,+,<−∗) îáëàäàåò ñâîéñòâîì êîëëàïñà ê ïîðßäêó.
Îñòàòîê äàííîãî ïàðàãðàôà áóäåò ïîñâßùåí äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 10 è ñëåä-
ñòâèé èç íåå.
Ìû ïîêàæåì, ÷òî ñèñòåìà (ω, 0, 1,6,+,<−∗) èìååò I-ñâîäèìûå ýëåìåíòàðíûå
ðàñøèðåíèß. Êîëëàïñ ê ïîðßäêó â ýòîì ñëó÷àå áóäåò ñëåäîâàòü èç ðàáîòû [3].
Òàêæå ìû ñ ïîìîùüþ ýòîé ñèñòåìû îïðîâåðãíåì ïðåäïîëîæåíèå èç ðàáîòû [10].
Â ñèëó ðåäêîñòè îòíîøåíèß <−∗, äëß ëþáîãî p ∈ ω ñóùåñòâóåò òàêîå n ∈ ω, ÷òî
íè îäíî èç ÷èñåë 2n+1, 2n+1, . . . , 2n+p íå ïðèíàäëåæèò U∗. Ïîýòîìó âñå ÷èñëà k×2n
äëß k = 1, . . . , 2p íå âêëþ÷àþò íè îäíîãî àòîìà èç U∗. Ñëåäîâàòåëüíî, âûáèðàß
äîñòàòî÷íî áîëüøèå p, äëß ëþáîé êîíñòàíòû q ìû ìîæåì ïîëó÷àòü ñêîëü óãîäíî
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áîëüøèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ÷èñåë âèäà qk×q!×2n, k = 1, . . . ,K, íå âêëþ÷àþùèå
àòîìîâ èç U∗. Ïóñòü IqK  òàêàß ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èç K ýëåìåíòîâ, ïðè÷åì
ìàêñèìàëüíûé åå ýëåìåíò qK × q!× 2n íå ìåíüøå ÷åì â q ðàç ìåíüøå áëèæàéøåãî
àòîìà èç U∗ áîëüøåãî qK × q!× 2n.
Ïóñòü
Lq = (ω, 0, 1,6,+,<−∗,<−, Iqq ).
Ðàññìîòðèì L∗  óëüòðàïðîèçâåäåíèå âñåõ ñèñòåì Lq ïî êàêîìó-íèáóäü íåãëàâíî-
ìó óëüòðàôèëüòðó íàä ω. Ïóñòü
L∗ = (A, 0, 1,6L,+L,<−∗L,<−L, J).
Ýëåìåíòû ìíîæåñòâà J îáëàäàþò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:
1. ëþáàß ëèíåéíàß êîìáèíàöèß s ýëåìåíòîâ J ñ ðàöèîíàëüíûìè êîýôôèöèåí-
òàìè äåëèòñß íà âñå íàòóðàëüíûå ÷èñëà áåç îñòàòêà;
2. äëß êàæäûõ ýëåìåíòîâ x, y ∈ J åñëè x < y, òî ax < y äëß ëþáîãî íàòóðàëüíîãî
a, òî åñòü J òåðìàëüíî èçîëèðîâàíî;
3. äëß ëþáîé ëèíåéíîé êîìáèíàöèè s ýëåìåíòîâ J ñ ðàöèîíàëüíûìè êîýôôè-
öèåíòàìè è ëþáîãî y ∈ A âûïîëíåíî ¬y <−∗ s.
4. äëß ëþáîé ëèíåéíîé êîìáèíàöèè s ýëåìåíòîâ J ñ ðàöèîíàëüíûìè êîýôôè-
öèåíòàìè è ëþáîãî àòîìà y ∈ A, íå ïðåâîñõîäßùåãî íàèáîëüøèé ýëåìåíò U∗
ìåíüøèé J , âûïîëíåíî ¬y <− s.
Ñóùåñòâóåò
(B′, I ′) = (B, 0, 1,6B,+B,<−∗B,<−B, I ′)
ýëåìåíòàðíîå ðàñøèðåíèå ñèñòåìû L∗ è ìíîæåñòâî I ⊆ I ′ òàêèå, ÷òî ìíîæåñòâî I
ßâëßåòñß íåðàçëè÷èìûì è óïîðßäî÷åíî ïî òèïó äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë, à ñèñòåìà
B′ ßâëßåòñß |I|+-íàñûùåííîé. Ïðîäåìîíñòðèðóåì, ÷òî ñèñòåìà
(B, I) = (B, 0, 1,6B,+B,<−∗B, I)
ßâëßåòñß I-ñâîäèìîé.
Äëß óäîáñòâà ââåäåì ñëåäóþùåå îáîçíà÷åíèå: åñëè a  àòîì, òî
x ≡ y (mod a)
îçíà÷àåò
(∀z)(z <− z ∧ z < a→ (z <− x↔ z <− y)).
Åñëè a  îáû÷íîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî, òî ýòî îòíîøåíèå äåéñòâèòåëüíî ßâëßåòñß
ñðàâíåíèåì ïî ìîäóëþ a.
Ïðåæäå âñåãî îòìåòèì íåñêîëüêî ýëåìåíòàðíûõ ñâîéñòâ ñèñòåìû (ω, 0, 1,6,+,<−∗
,<−). Â ñèëó èõ ýëåìåíòàðíîñòè, îíè áóäóò èìåòü ìåñòî è âî âñåõ ýëåìåíòàðíûõ åå
ðàñøèðåíèßõ.
Ñâîéñòâî 1. Ïóñòü k è l ïðîèçâîëüíûå íàòóðàëüíûå êîíñòàíòû, a ∈ U  àòîì
è c− b > 2k!la. Òîãäà äëß ëþáîãî d èìååòñß e ∈ [b; c] òàêîå, ÷òî
αd ≡ αe (mod 2a)
äëß ëþáîãî ðàöèîíàëüíîãî α ñî çíàìåíàòåëåì íå áîëüøå k, è e ≡ d (mod l).
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Ñâîéñòâî 2. Ïóñòü a, b, c  ïðîèçâîëüíûå ôèêñèðîâàííûå ýëåìåíòû ñèñòåìû,
ïðè÷åì b  àòîì. Ïóñòü k, l  ôèêñèðîâàííûå íàòóðàëüíûå ÷èñëà. Ïóñòü βi è
γi  ôèêñèðîâàííûå ðàöèîíàëüíûå ÷èñëà. Ïóñòü mi  ïðîèçâîëüíûå ýëåìåíòû
ñèñòåìû, äëß êîòîðûõ
(e <− (mi − 1)) 6≡ (e <− mi)
äëß íåêîòîðîãî àòîìà e > b. Ïóñòü ri  ïðîèçâîëüíûå ÷èñëà, íå ïðåâîñõîäßùèå








ñóùåñòâóþò íàáîðû r¯∗ è m¯∗, íà êîòîðûõ s ïðèíèìàåò íàèìåíüøåå çíà÷åíèå íå
ìåíüøåå c. Òî÷íî òàê æå ñóùåñòâóþò íàáîðû r¯∗ è m¯∗, íà êîòîðûõ s ïðèíèìàåò
íàèáîëüøåå çíà÷åíèå, íå ïðåâîñõîäßùåå c.
Âûáåðåì ïðîèçâîëüíóþ ôîðìóëó φ(x¯, y¯) è çàôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíûé íàáîð
y¯ ∈ |B|. Íàì òðåáóåòñß íàéòè íàáîð d¯ ∈ I, äëèíà êîòîðîãî íå çàâèñèò îò y¯, òàêîé,
÷òî èñòèííîñòü φ(x¯, y¯) ïðè x¯ ∈ I öåëèêîì çàâèñèò îò ðàñïîëîæåíèß ýëåìåíòîâ x¯
îòíîñèòåëüíî d¯.
Ïóñòü ôîðìóëà φ èìååò ïðèâåäåííûé âèä è ñîäåðæèò N êâàíòîðîâ.
Ïóñòü g  íàèáîëüøèé àòîì U∗B, ìåíüøèé âñåõ ýëåìåíòîâ I, à G  íàèìåíüøèé
àòîì U∗B, áîëüøèé âñåõ ýëåìåíòîâ I. Íàéäåì h ýëåìåíòB, êîòîðûé áóäåò ìåíüøå
âñåõ ýëåìåíòîâ I, íî áîëüøå âñåõ ag äëß ëþáîãî a ∈ ω. Îí ñóùåñòâóåò â ñèëó |I|+-
íàñûùåííîñòè ñèñòåìû B.
ÏóñòüM  ìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ m ñèñòåìûB òàêèõ, ÷òî äëß íåêîòîðîãî àòîìà
a > G âêëþ÷åíèå a <−B (m − 1) íå ýêâèâàëåíòíî a <−B m. Î÷åâèäíî, ÷òî ñðåäè
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè I íè îäíîãî ýëåìåíòà m íåò. Ñ ïîìîùüþ R áóäåì îáîçíà÷àòü
ìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ r ñèñòåìû B ìåíüøèõ èëè ðàâíûõ h.
Ëåììà 7. Íèêàêàß ëèíåéíàß êîìáèíàöèß ýëåìåíòîâ mi ∈ M è ri ∈ R ñ ðàöèî-
íàëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè íå ëåæèò ¾âíóòðè¿ I, òî åñòü ìåæäó åãî äâóìß
ýëåìåíòàìè.
Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñàìîì äåëå, ëþáàß ëèíåéíàß êîìáèíàöèß ýëåìåíòîâ mi ∈ M
ðàâíà 0 èëè ïî ìîäóëþ íå ìåíüøå ÷åì Ga äëß íåêîòîðîãî íàòóðàëüíîãî a. Åñëè
äîïóñòèòü, ÷òî Ga < x äëß íåêîòîðîãî x ∈ I, òî ïîëó÷èì, ÷òî
G 6 aG
a
+ a < ax+ a.
Íî òàê êàê I òåðìàëüíî èçîëèðîâàíî, òî ax+ a < x′ äëß ëþáîãî x′ ∈ I, x′ > x, ÷òî
ïðîòèâîðå÷èò âûáîðó G. Ñëåäîâàòåëüíî, ëþáàß ëèíåéíàß êîìáèíàöèß ýëåìåíòîâ
m ïðåâîñõîäèò âñå ýëåìåíòû I â áåñêîíå÷íîå ÷èñëî ðàç.
Àíàëîãè÷íî, ëþáàß ëèíåéíàß êîìáèíàöèß ýëåìåíòîâ ri ∈ R ìåíüøå âñåõ ýëå-
ìåíòîâ I â áåñêîíå÷íîå ÷èñëî ðàç. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ìû ïîëó÷èëè áû ah > x








÷òî ïðîòèâîðå÷èò âûáîðó h.
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Ïîýòîìó ñóììà ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé mi è ri íå ìîæåò îêàçàòüñß ¾âíóòðè¿
I.
Òàê êàê ìíîæåñòâî I óïîðßäî÷åíî ïî òèïó äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë, òî äëß ëþ-
áîãî ýëåìåíòà a ñèñòåìû B, ëåæàùåãî ¾âíóòðè¿ I, ñóùåñòâóåò èëè íàèáîëüøèé
ýëåìåíò I íå áîëüøå a, èëè íàèìåíüøèé ýëåìåíò I íå ìåíüøå a (íî íå îáà ñðàçó).
Ýòîò ýëåìåíò ìíîæåñòâà I áóäåì íàçûâàòü áëèæàéøèì ê a.
Ëåììà 8. Ïóñòü s ∈ |B| ëåæèò ¾âíóòðè¿ I, è d ßâëßåòñß áëèæàéøèì ê s ýëå-
ìåíòîì I. Òîãäà äëß ëþáîãî ðàöèîíàëüíîãî ïîëîæèòåëüíîãî α ýëåìåíò d áóäåò
áëèæàéøèì ê αs.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà α < 1, ñèòóàöèß α > 1 ðàññìàòðèâà-
åòñß àíàëîãè÷íî.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî d′  áëèæàéøèé ê αs ýëåìåíò I, è d′ < d. Òàê êàê ïîðßäîê íà
I ïëîòíûé, òî ñóùåñòâóþò d1, d2 ∈ I, äëß êîòîðûõ d′ < d1 < d2 < d. Òîãäà αs < d1,







d1 < d2 < d.
Ñëåäîâàòåëüíî, d íå ìîæåò áûòü áëèæàéøèì ê s ýëåìåíòîì I. Ïðîòèâîðå÷èå.








ñ ïðîèçâîëüíûìè ðàöèîíàëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè δi, βi, αi è ïðîèçâîëüíûìè mi ∈
M è ri ∈ R ñóùåñòâóåò íå áîëåå n ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà I, êîòîðûå ßâëßþòñß
áëèæàéøèìè ê êàêèì-ëèáî ñóììàì âèäà (11).
Äîêàçàòåëüñòâî. Èíäóêöèåé ïî n ïîêàæåì, ÷òî äëß êàæäîãî n0 ñóùåñòâóåò íå
áîëåå îäíîãî ýëåìåíòà d ∈ I, êîòîðûé ßâëßåòñß áëèæàéøèì ê íåêîòîðîé ñóììå
âèäà (11) ïðè n = n0 è íå ßâëßåòñß áëèæàéøèì íè ê êàêîé ñóììå (11) ïðè n < n0.




Íî òàêàß ñóììà íå ìîæåò ëåæàòü ¾âíóòðè¿ I, ñîãëàñíî ëåììå 7. Ñëåäîâàòåëüíî,
áëèæàéøèõ ê íèì ýëåìåíòîâ I íå ñóùåñòâóåò
Ïóñòü äëß n = 1, . . . , n0 − 1 ïîñòðîåíû ýëåìåíòû d1, . . . , dn0−1 ∈ I, è ýòî  âñå
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Ïðåäïîëîæèì, ÷òî çíà÷åíèå îáåèõ èç íèõ ëåæèò ¾âíóòðè¿ I, è áëèæàéøèå ê íèì
ýëåìåíòû ìíîæåñòâà I ðàçëè÷íû: d è d′ ñîîòâåòñòâåííî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íè
îäèí èç íå âñòðå÷àåòñß ñðåäè d1, . . . , dn0−1, è, äëß îïðåäåëåííîñòè, ÷òî d > d′. Òàê
êàê δ′n0 6= 0, òî, óìíîæèâ âòîðóþ ñóììó íà
δn0
δ′n0
















Çàìåòèì, ÷òî, ñîãëàñíî ëåììå 8, d′  áëèæàéøèé ê δn0δ′n0 S
′ ýëåìåíò I. Ïîýòîìó, åñëè
d′′, d′′′ ∈ I, d′ < d′′ < d′′′ < S, òî
δn0
δ′n0
















Ñîãëàñíî ëåììå 8, d ßâëßåòñß áëèæàéøèì ýëåìåíòîì I ê êðàéíèì ÷àñòßì íåðàâåí-
ñòâà. Íî òîãäà d ßâëßåòñß áëèæàéøèì è ê åãî ñåðåäèíå. Ýòî ïðîòèâîðå÷èò òîìó,
÷òî d íå âñòðå÷àåòñß ñðåäè d1, . . . , dn0−1.
Ïîñòðîèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàáîðîâ d¯1, d¯2, . . . , d¯ 2N+2 èç I ñëåäóþùèì îáðà-
çîì. Åñëè êàêàß-òî ëèíåéíàß êîìáèíàöèß ýëåìåíòîâ y¯,mi ∈ M è ri ∈ R ñ ðàöèîíàëü-
íûìè êîýôôèöèåíòàìè ëåæèò ¾âíóòðè¿ I, òî âêëþ÷àåì â íàáîð d¯1 áëèæàéøèé ê
íåé ýëåìåíò I. Äëèíà d¯1, òàêèì îáðàçîì, íå ïðåâîñõîäèò |y¯|. Íàáîðîì d¯2 áóäóò
áëèæàéøèå ýëåìåíòû I äëß ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé y¯, d¯1, mi ∈ M è r ∈ R. Äëèíà d¯2
íå ïðåâîñõîäèò 2|y¯|. Íàáîðîì d¯3 áóäóò áëèæàéøèå ýëåìåíòû I ê ëèíåéíûì êîì-
áèíàöèßì y¯, d¯1, d¯2, mi ∈ M è ri ∈ R è ò.ä., ïîêà íå ïîñòðîèì âñå 2N+2 íàáîðîâ.





òî åñòü íå çàâèñèò îò êîíêðåòíûõ y¯.
Òåïåðü íàøà çàäà÷à  äîêàçàòü, ÷òî ïðè x¯ ∈ I èñòèííîñòü ôîðìóëû φ(x¯, y¯) îïðå-
äåëßåòñß èñêëþ÷èòåëüíî ïîëîæåíèåì x¯ îòíîñèòåëüíî d¯. Ðàññìîòðèì äâà íàáîðà x¯1
è x¯2, êîòîðûå ëåæàò â I è èìåþò îäèíàêîâûé ïîðßäêîâûé òèï íàä d¯. Ïîêàæåì, ÷òî
â èãðå Ýðåíôîéõòà ñ N õîäàìè äëß ñèñòåì (B, x¯1, y¯) è (B, x¯2, y¯) ïîâòîðèòåëü èìå-
åò âûèãðûøíóþ ñòðàòåãèþ. Ýòî äîêàæåò, ÷òî ñèñòåìû íå ðàçëè÷àþòñß íèêàêîé
ïðèâåäåííîé ôîðìóëîé ñ N êâàíòîðàìè, â ÷àñòíîñòè, ôîðìóëîé φ.
Îïðåäåëèì f  ÷àñòè÷íîå îòîáðàæåíèå B â ñåáß, äëß êîòîðîãî áóäóò âûïîë-
íßòüñß ñëåäóþùèå óñëîâèß:
• f ñîõðàíßåò ïîðßäîê;
• f(m) = m äëß ëþáîãî m ∈ M;
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• f(r) = r äëß ëþáîãî r ∈ R;
• f(y¯) = y¯;
• f(d¯) = d¯;
• f(x¯1) = x¯2;
• îáðàç I åñòü I;
• äëß âñåõ îñòàëüíûõ àðãóìåíòîâ f íå îïðåäåëåíî.
Î÷åâèäíî, ÷òî òàêîå îòîáðàæåíèå ñóùåñòâóåò, òàê êàê I óïîðßäî÷åíî ïî òèïó äåé-
ñòâèòåëüíûõ ÷èñåë, è íàáîðû x¯1 è x¯2 îäèíàêîâî ðàñïîëîæåíû îòíîñèòåëüíî d¯.
Ëåììà 10. Îòîáðàæåíèå f ñîõðàíßåò âñå ëèíåéíûå íåðàâåíñòâà ñ ðàöèîíàëü-
íûìè êîýôôèöèåíòàìè, â êîòîðûõ êîëè÷åñòâî ñëàãàåìûõ íå ïðåâîñõîäèò 2N+2.







êîòîðîå ïðè îòîáðàæåíèè f ïåðåñòàåò âûïîëíßòñß. Çäåñü ñ ïîìîùüþ áóêâ z îáî-
çíà÷åíû êàêèå-òî ýëåìåíòû íå èç I, à ñ ïîìîùüþ x  èç I. Îòìåòèì, ÷òî äëß
ëþáûõ z /∈ I, z ∈ dom f âûïîëíåíî f(z) = z.
Áåç îãðàíè÷åíèß îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî
x1 > x2 > · · · > xk,

















Çàìåòèì, ÷òî êðàéíèå ýëåìåíòû ýòîãî íåðàâåíñòâà äîëæíû èìåòü îäèí è òîò æå
çíàê, òàê êàê èõ çíàê îïðåäåëßåòñß èñêëþ÷èòåëüíî çíàêîì êîýôôèöèåíòà ïðè x1.
Ýòî ñëåäóåò èç òåðìàëüíîé ðàçäåëåííîñòè ìíîæåñòâà I. Áåç îãðàíè÷åíèß îáù-
íîñòè ñ÷èòàåì, ÷òî âñå ýëåìåíòû ýòîãî íåðàâåíñòâà ïîëîæèòåëüíû, èíà÷å ìîæíî
àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ðàññìîòðåòü ïðîòèâîïîëîæíîå íåðàâåíñòâî äëß ïðîòèâîïî-




ëåæèò ¾âíóòðè¿ I, è ñóùåñòâóåò áëèæàéøèé ê íåìó ýëåìåíò di1 , êîòîðûé âõîäèò
â íàáîð d¯1. Äîêàæåì, ÷òî x1 = di1 .
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Ïðåäïîëîæèì, ÷òî x1 6= di1 . Âîçìîæíî äâà ñëó÷àß: x1 < di1 èëè x1 > di1 .
Ðàññìîòðèì ïåðâûé èç íèõ, âòîðîé ðàññìàòðèâàåòñß òî÷íî òàê æå.
Òàê êàê x1 ∈ I, di1 âõîäèò â íàáîð d¯, è îòîáðàæåíèå f íå ìåíßåò ïîëîæåíèß
ýëåìåíòîâ I îòíîñèòåëüíî d¯, òî f(x1) < di1 . Ïîñêîëüêó ïîðßäîê íà I ïëîòíûé, òî
ìåæäó f(x1) è di1 ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íî ìíîãî ýëåìåíòîâ I. Ïóñòü e  îäèí èç
íèõ. Â ñèëó òåðìàëüíîé ðàçäåëåííîñòè I áóäåì èìåòü
k∑
i=1










|αi|f(xi) < e < di1 .









βizi + α1di1 ,
ìû óñòàíîâèì, ÷òî x2 = di2 , êîòîðûé ïðèíàäëåæèò íàáîðó d¯2 è ò.ä. Òàêèì îáðàçîì,
ïîëó÷èì, ÷òî âñå ýëåìåíòû x ßâëßþòñß ýëåìåíòàìè íàáîðà d¯, ïðè îòîáðàæåíèè f
îíè íå ìåíßþòñß, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò òîìó, ÷òî íåðàâåíñòâî ìåíßåò çíàê.
Ëåììà 11. Äëß ëþáîé ëèíåéíîé êîìáèíàöèè s ýëåìåíòîâ èç dom f ñ ðàöèîíàëü-
íûìè êîýôôèöèåíòàìè âûïîëíßåòñß
s ≡ f(s) (mod 2g).
Äîêàçàòåëüñòâî. Äëß ýëåìåíòîâ íå èç I ýòî âûïîëíßåòñß, òàê êàê f îñòàâëßåò
ýëåìåíòû íåïîäâèæíûìè. Äëß ýëåìåíòîâ I  â ñèëó ïîñòðîåíèß I.
Ïîëàãàåì, f0 = f . Ïóñòü ñäåëàíî i õîäîâ èãðû, â ðåçóëüòàòå ÷åãî ïîëó÷åíî îòîá-
ðàæåíèå fi  ïðîäîëæåíèå f íà íåêîòîðûå ýëåìåíòû a0, . . . , ai−1 ñèñòåìû B. Ïî
èíäóêöèîííîìó ïðåäïîëîæåíèþ ñ÷èòàåì, ÷òî fi ñîõðàíßåò ëèíåéíûå íåðàâåíñòâà
äëß ýëåìåíòîâ dom fi ñ íå áîëåå ÷åì 2N−i+2 ýëåìåíòàìè. Êðîìå òîãî, ñ÷èòàåì, ÷òî
äëß ëþáîé ëèíåéíîé êîìáèíàöèè s ýëåìåíòîâ èç dom fi âûïîëíåíî
s ≡ fi(s) (mod 2g)
è âûïîëíåíî
ai ≡ f(ai) (mod l)
äëß ëþáîãî íàòóðàëüíîãî l.
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Ïóñòü i+1-ì õîäîì ðàçðóøèòåëü âûáèðàåò íåêîòîðûé ýëåìåíò ai, êîòîðûé åùå
íå âõîäèò â dom fi. Ðàññìîòðèì âñåâîçìîæíûå íåðàâåíñòâà äëß ai âèäà
q 6 ai 6 t,
ãäå q è t  ëèíåéíûå êîìáèíàöèè íå áîëåå ÷åì 2N−i+1 − 1 ýëåìåíòîâ dom fi.
Íàéäåì ýëåìåíò bi, êîòîðûé áóäåò óäîâëåòâîðßòü:
A) âñåì íåðàâåíñòâàì âèäà fi(q) 6 bi 6 fi(t);
B) óñëîâèßì
δai ≡ δbi (mod 2g)
äëß ëþáîãî ðàöèîíàëüíîãî δ;
C) óñëîâèßì ai ≡ bi (mod l) äëß ëþáîãî íàòóðàëüíîãî l.
Âêëþ÷èì ïàðó (ai, bi) â fi+1.
Ëåììà 12. Ýëåìåíò bi, óäîâëåòâîðßþùèé âñåì ýòèì óñëîâèßì, ñóùåñòâóåò.
Äîêàçàòåëüñòâî. ×òîáû ïîêàçàòü, ÷òî òàêîé bi äåéñòâèòåëüíî ñóùåñòâóåò ïîñìîò-
ðèì, êàê óñòðîåíû îãðàíè÷èâàþùèå ñóììû.
Ïóñòü










ãäå mi ∈ M, ri ∈ R, à zi  ýëåìåíòû dom fi íå èç M ∪ R. Ñîãëàñíî ñâîéñòâó 2






ïðèíèìàåò íàèáîëüøåå çíà÷åíèå, íå ïðåâîñõîäßùåå










Íî èõ  êîíòèíóàëüíî ìíîãî, òàê êàê êîíòèíóàëüíî ìíîãî ðàçëè÷íûõ zi, à ðàöèî-
íàëüíûõ êîýôôèöèåíòîâ  ñ÷åòíî ìíîãî. Òî÷íî òàêæå ïîëó÷àåì, ÷òî êîëè÷åñòâî
ðàçëè÷íûõ t òîæå ìîæíî ñ÷èòàòü êîíòèíóàëüíî áîëüøèì. Èòàê, ìû èìååì êîíòè-
íóàëüíóþ, êîíå÷íî ñîâìåñòíóþ ñèñòåìó íåðàâåíñòâ À)
fi(q) 6 bi 6 fi(t).
Ñèñòåìà êîíå÷íî ñîâìåñòíà, òàê êàê ïðîòèâíîå îçíà÷àëî áû, ÷òî
fi(q) > fi(t)
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è q 6 t. Äàííîå íåðàâåíñòâî ñîäåðæèò ìåíüøå 2N−i+2 ñëàãàåìûõ, ÷òî ïðîòèâîðå-
÷èò òîìó, ÷òî fi ñîõðàíßåò òàêèå íåðàâåíñòâà.
Òåïåðü, åñëè äëß âñåõ q è t âûïîëíßåòñß q+ h 6 t, òî fi(q)+ h 6 fi(t). Çàìåòèì,
÷òî fi(t) − fi(q) > 2k!lg äëß ëþáûõ k è l. Òîãäà, ñîãëàñíî ñâîéñòâó 1, ìåæäó fi(q)
è fi(t) èìååòñß ýëåìåíò, óäîâëåòâîðßþùèé ëþáîìó êîíå÷íîìó ìíîæåñòâó óñëîâèé
Á) è Â).
Â ýòîì ñëó÷àå ñèñòåìà óñëîâèé êîíå÷íî ñîâìåñòíà è ñîäåðæèò êîíòèíóàëüíî
ìíîãî ýëåìåíòîâ. Íî íàøà ñèñòåìà B ßâëßåòñß |I|+-íàñûùåííîé, ïîýòîìó äàííîå
ìíîæåñòâî ôîðìóë ðåàëèçóåòñß íà íåêîòîðîì ýëåìåíòå bi.
Åñëè æå äëß íåêîòîðûõ q è t âûïîëíåíî q+h > t, òî t−q = r äëß íåêîòîðîãî r ∈
R. Äàííîå ðàâåíñòâî ýêâèâàëåíòíî ïàðå íåðàâåíñòâ, êàæäîå èç êîòîðûõ ñîäåðæèò
íå áîëåå 2N−i+2−1 ñëàãàåìûõ. Ñëåäîâàòåëüíî, fi(t) = fi(q)+r. Ïîýòîìó â êà÷åñòâå
bi ãîäèòñß fi(q) + (ai − q).
Ðàññìîòðèì fN  êîíåö èãðû. Ñîãëàñíî ïîñòðîåíèþ, fN ñîõðàíßåò âñå íåðà-
âåíñòâà ñ 22 = 4 ñëàãàåìûìè. Â ÷àñòíîñòè, ñîõðàíßþòñß âñå íåðàâåíñòâà (à ïîòîìó
è ðàâåíñòâà) âèäîâ u + v 6 w è u + v > w. Âñå íåðàâåíñòâà âûïîëíßþòñß èëè íå
âûïîëíßþòñß â îáåèõ ñèñòåìàõ îäíîâðåìåííî, ïîýòîìó íóæíî òîëüêî äîêàçàòü,
÷òî îäíîâðåìåííî âûïîëíßþòñß èëè íå âûïîëíßþòñß âêëþ÷åíèß ai <−∗ aj . Ïðåä-
ïîëîæèì, íàïðèìåð, ÷òî ai <−∗ aj âûïîëíßåòñß â ïåðâîé ñèñòåìå.
Ïåðâûé ñëó÷àé  ai áîëüøå âñåõ ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà I. Òîãäà äëß aj ñóùå-
ñòâóåò m′ ∈ M  íàèáîëüøèé èç m 6 aj òàêîé, ÷òî ai 6<− m′ − 1. Òî÷íî òàê æå
ñóùåñòâóåò m′′ ∈ M  íàèìåíüøèé èç m > aj òàêîé, ÷òî ai 6<− m′′. Äëß ëþáîãî
z ∈ [m′;m′′) âûïîëíåíî ai <−∗ z. Èìååì m′,m′′, aj ∈ dom fN . Íî fN ñîõðàíßåò íåðà-
âåíñòâà, ïîýòîìó fN (aj) ∈ [m′;m′′) è ai <−∗ fN (aj). Äàëåå, î÷åâèäíî, ai = m′′ −m′,
ïîýòîìó fN (ai) = m′′ −m′ = ai. Ïîëó÷àåì fN (ai) <−∗ fN (aj).
Åñëè ai ìåíüøå âñåõ ýëåìåíòîâ I, òî ai ∈ R è ai = fN (ai). Íî fN ñîõðàíßåò âñå
ðàçðßäû, íå ïðåâîñõîäßùèå g, â ÷àñòíîñòè, ai.
Òåîðåìà 10, òàêèì îáðàçîì, äîêàçàíà.
Çàìåòèì, ÷òî õîòß òåîðèß ñèñòåì (ω, 0, 1,6,+,<−∗) ñâîäèìà è îáëàäàåò ñâîé-
ñòâîì êîëëàïñà ê ïîðßäêó, íî â íåé íå ñóùåñòâóåò íèêàêîãî áåñêîíå÷íîãî ìíîæå-
ñòâà, íà êîòîðîì íå áûëî áû íåçàâèñèìîé ôîðìóëû, òåì áîëåå, îïðåäåëèìîãî.
Òåîðåìà 11. Â ñèñòåìå (ω, 0, 1,6,+,<−∗) íà êàæäîì áåñêîíå÷íîì ìíîæåñòâå
åñòü íåçàâèñèìàß ôîðìóëà.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü I  ïðîèçâîëüíîå áåñêîíå÷íîå â (ω, 0, 1,6,+,<−∗) ìíîæå-
ñòâî. Ïóñòü f(x)  íàèìåíüøèé ýëåìåíò, áîëüøèé èëè ðàâíûé x, äëß êîòîðîãî
âûïîëíåíî f(x) <−∗ f(x). ßñíî, ÷òî f  îïðåäåëèìàß â ñèñòåìå (ω, 0, 1,6,+,<−∗)
ôóíêöèß. Âûáåðåì â ìíîæåñòâå I áåñêîíå÷íîå ïîäìíîæåñòâî J = {a0, a1, . . . } ñëå-
äóþùèì îáðàçîì: a0  íàèìåíüøèé ýëåìåíò I, à ai+1  íàèìåíüøèé ýëåìåíò I,
áîëüøèé f(ai). Òîãäà, î÷åâèäíî, ôîðìóëà f(x) <−∗ y ñïîñîáíà âûäåëèòü èç J ëþáîå
êîíå÷íîå ïîäìíîæåñòâî.
Òåîðåìû 10 è 11 îïðîâåðãàþò ãèïîòåçó èç [10], êîòîðàß óòâåðæäàåò, ÷òî äëß
êîëëàïñà ê ïîðßäêó íåîáõîäèìî, ÷òîáû ñóùåñòâîâàëî îïðåäåëèìîå áåñêîíå÷íîå
ìíîæåñòâî, íà êîòîðîì íå áûëî áû íåçàâèñèìîé ôîðìóëû.
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Çàêëþ÷åíèå. Ìû îïðîâåðãëè ïî äâà ïðåäïîëîæåíèß èç ðàáîò [11] è [9]. Îä-
íàêî, ìû âèäèì, ÷òî ïîñòðîåííàß íàìè ôîðìóëà ñîäåðæèò ìíîãîìåñòíûå îòíî-
øåíèß áàçû äàííûõ, è ýòî ñóùåñòâåííî èñïîëüçóåòñß â äîêàçàòåëüñòâàõ. Ïîýòîìó
ïðåäñòàâëßåò èíòåðåñ èññëåäîâàíèå âûðàçèòåëüíîé ñèëû ßçûêà ïåðâîãî ïîðßäêà
â ñèñòåìå L<−, êîãäà ñèãíàòóðà áàçû äàííûõ ñîäåðæèò ëèøü îäíîìåñòíûå ïðåäè-
êàòíûå ñèìâîëû, â ÷àñòíîñòè, îäèí îäíîìåñòíûé ïðåäèêàò. Êàê èçâåñòíî, òàêîå
îãðàíè÷åíèå ìîæåò èãðàòü ðåøàþùóþ ðîëü â íåêîòîðûõ ñëó÷àßõ.
Âîïðîñ 1. Ñóùåñòâóþò ëè ðàçðåøèìûå îáîãàùåíèß àðèôìåòèêè Ïðåñáóðãåðà, â
êîòîðûõ âîçìîæíî âûðàçèòü ÷åòíîñòü êîëè÷åñòâà ýëåìåíòîâ ëþáîãî êîíå÷íîãî
ìíîæåñòâà?
Åùå îäèí èíòåðåñóþùèé íàñ âîïðîñ çàêëþ÷àåòñß â ñëåäóþùåì.
Âîïðîñ 2. Ñóùåñòâóþò ëè ðàçðåøèìûå ðàñøèðåíèß ñåìåíîâñêèõ îáîãàùåíèé
àðèôìåòèêè Ïðåñáóðãåðà, â êîòîðûõ íåò êîëëàïñà ê ïîðßäêó? Â ÷àñòíîñòè, ñó-
ùåñòâóþò ëè òàêèå ðàñøèðåíèß äëß ñèñòåìû (ω, 0, 1, <,+, 2x)?
Êàê èçâåñòíî (ñì. [2]), â ñàìèõ ñåìåíîâñêèõ îáîãàùåíèßõ êîëëàïñ ê ïîðßäêó
èìååòñß. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, îäíîâðåìåííîå îáîãàùåíèå àðèôìåòèêè Ïðåñáóðãåðà
ýêñïîíåíòîé 2x è îòíîøåíèåì <− ïðèâîäèò ê íåðàçðåøèìîé òåîðèè, ýêâèâàëåíòíîé
ýëåìåíòàðíîé àðèôìåòèêå.
Ìû îïðîâåðãëè ãèïîòåçó èç [10]. Îñòàåòñß îòêðûòûì âîïðîñ:
Âîïðîñ 3. Ñóùåñòâóþò ëè íåñâîäèìûå òåîðèè, îáëàäàþùèå ñâîéñòâîì êîëëàïñà
ê ïîðßäêó?
Áëàãîäàðíîñòè. Ìû õîòèì âûðàçèòü áëàãîäàðíîñòü ïðîôåññîðó Ìèõàèëó Àá-
ðàìîâè÷ó Òàéöëèíó çà îáñóæäåíèå ñòàòüè è öåííûå ñîâåòû è Àëåêñåþ Ñíßòêîâó
çà âíèìàòåëüíîå îçíàêîìëåíèå ñ ïåðâîé ÷àñòüþ íàñòîßùåé ñòàòüè è óêàçàííûå
íåòî÷íîñòè.
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